















Apuntes de matemática básica
Al ingresar a la universidad es necesario el manejo de puntos clave de las
matemáticas como teoría de los números, álgebra, ecuaciones, funciones y
trigonometría. El presente texto desarrolla estos temas y los presenta de forma
clara, concreta y ampliada por medio de ejemplos y ejercicios en diferentes
contextos. Adicionalmente indica cuáles son las herramientas disponibles en la
web para el manejo de las aplicaciones de las matemáticas.
Esta obra ha sido diseñada a partir de la labor desarrollada por el equipo del
Departamento de Ciencias Básicas mediante los aportes de los profesores de
las asignaturas correspondientes al primer curso de matemáticas. La autora
retoma los temas acordados en estos documentos y los plasma en esta
publicación que se presenta como apoyo al trabajo presencial en los cursos de
matemática.
Es necesario recordar al lector que las matemáticas requieren de trabajo
constante; por tal razón se recomienda tener siempre a mano lápiz y papel para
reforzar los temas abordados, desarrollar los ejercicios o simplemente tomar
notas que considere oportunas para posteriores consultas. Por tratarse de un
libro de trabajo puede escribir en él, resaltar, señalar, reseñar… Cada vez que lo
haga, le dará sentido al libro mismo.
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La colección CIENCIAS BÁSICAS presenta obras que
proponen soluciones prácticas a la educación
en ciencias, con el objetivo de llegar a una
apropiación contextualizada del conocimiento
de las ciencias básicas. Así es como se busca,
no solo aproximar a los estudiantes a este
conocimiento fundante, sino que, como valor
agregado, ejemplificar las ciencias básicas
en contextos de formación profesional,
estableciendo marcos de referencia, propios
de cada disciplina. De esta forma, se pretende
contribuir a optimizar los procesos de
enseñanza, comprensión y aprendizaje para
estudiantes y profesores.
Margarita Torri jos
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Desde hae ya algunos años, en el Departamento de Cienias Básias de la Universidad Ca-
tólia de Colombia se han venido implementando estrategias que han permitido disminuir
la mortalidad aadémia. Lo anterior se ha logrado sin omprometer la alidad del proeso
eduativo en todos y ada uno de los diferentes momentos del proeso; estas estrategias apo-
yan la labor aademia presenial desarrollada por profesores y estudiantes en las diferentes
asignaturas del Departamento. Dentro de los meanismos de apoyo se uenta on las tutorías
preseniales, las tutorías virtuales a las que se puede aeder en horarios preestableidos, las
monitorías aademias de reiente implementaión, los seminarios orientados por doentes
de planta del Departamento y las aulas virtuales de ada una de las asignaturas disponi-
bles para estudiantes matriulados. Para extender este portafolio de estrategias de apoyo, el
Departamento ha propuesto el desarrollo de una serie de textos, que amplían los oneptos
trabajados en las aulas de lase y plantean ejeriios de refuerzo y apliaión de los onteni-
dos on el ánimo de fortaleer el trabajo independiente de los estudiantes que, omo bien es
sabido, es pieza fundamental en el aprendizaje de las ienias básias en el nivel universitario.
Los estudiantes de matemátias ingresan a los diferentes ursos, on grandes vaíos en los
onoimientos que debieron haber sido asimilados en los ursos previos. En los diferentes
programas aadémios ofertados por las faultades de Ingeniería, Psiología y Eonomía,
que son las que nos ompeten en esta serie, estos vaíos diultan la adquisiión de nuevos
onoimientos, impiden el avane en los programas estableidos y resultan un elemento que
inide fuertemente en las altas tasas de abandono en la euaión superior y dan la aparienia
de que los fundamentos de álgebra y aritmétia nuna hubieran sido dados a onoer o que
los estudiantes nuna fueron parte ativa de los ursos en los que estuvieron matriulados.
Espeíamente, el presente texto fue onebido omo un elemento de apoyo para los estu-
diantes que iniian su arrera en ingeniería, psiología y eonomía y en él se presentan los
tópios de la matemátia que debe manejar un estudiante en su etapa básia de formaión,
propone la realizaión de operaiones on diversos tipos de expresiones, la soluión de eua-
iones, el trabajo on funiones y sus representaiones en el plano artesiano, las razones
vii
viii ÍNDICE GENERAL
y euaiones trigonométrias, y el manejo del lenguaje y los símbolos matemátios. El pre-
sente texto busa el aprendizaje autónomo de las matemátias en los estudiantes, desribe
los ontenidos de la asignatura de una forma senilla sin pérdida del rigor matemátio ni
desuido en la profundidad de los oneptos.
Además de apoyar el trabajo presenial, el texto permite que el estudiante omprenda, inter-
prete y soluione problemas en diferentes ontextos, el razonamiento lógio, las estrategias
metaognitivas, el análisis, la representaión, la abstraión, el manejo de la informaión y la
oherenia on el mundo permitiéndole la formaión omo iudadano que propone soluiones
a los problemas on argumentos propios de las matemátias, ultiva de forma permanente el
autoaprendizaje y la autoformaión, la autoevaluaión de sus errores y la iniiativa propia
para superarlos, la búsqueda y reexión on sus pares sobre la forma de apropiaión del o-
noimiento, las estrategias usadas en la soluión de problemas, la reexión sobre el trabajo
en equipo, y la importania de este tipo de asoiaión en el modelo onstrutivista de la
eduaión.
El texto se enuentra dividido en ino apítulos: Teoría de los números, Álgebra, Eua-
iones, Funiones y Trigonometría. En el primer apítulo titulado Teoría de números, se
muestran al estudiante los oneptos relaionados on los números reales, las operaiones
que se realizan on ellos y sus propiedades, se explora el onepto de onjunto, los intervalos
y el valor absoluto; en el segundo apítulo denominado Álgebra, se muestran al estudiante
las diferentes formas de trabajo on expresiones algebraias y su apliaión al desarrollo de
diversas situaiones en ontexto que orresponden al terer apítulo, las Euaiones; el uar-
to apítulo titulado Funiones, presenta sus araterístias y su representaión gráa; en el
ultimo apitulo, Trigonometría, se trabajan los elementos de las funiones trigonométrias
y la forma omo estos temas se aplian a situaiones en ontexto on los teoremas del seno
y el oseno y la resoluión de triángulos.
El éxito en la asignatura depende del ompromiso y del trabajo del estudiante, por eso
es indispensable que invierta omo mínimo dos horas para el desarrollo de las atividades
extralase de matemátias que exige la prátia y la ejeritaión de los temas vistos en las
sesiones de lase, omo también asistir a tutorías y monitorías ofreidas por el Departamento
de Cienias Básias, además de los seminarios en las diferentes asignaturas.
UNO
TEORÍA DE NÚMEROS
¾Cómo puede ser que la matemátia, siendo al n y al abo un
produto del pensamiento humano independiente de la experienia,
esté tan admirablemente adaptada a los objetos de la realidad?
Albert Einstein
El onjunto de los números reales R se establee omo resultado de un proeso progresivo
de apliaión de los números que se utilizan normalmente para ontar, medir o expresar
relaiones. Ejemplos de estas situaiones son:
i) Los números naturales (N) son el onjunto numério en el ual ada uno de sus ele-
mentos se obtiene sumando 1 al elemento anterior. Sirven para ontar elementos.
ii) Calular relaiones, proporiones, et.:· · · 23 , 12 , 54 , · · · los números raionales, Q.




5, e . . . De los
números irraionales y los raionales obtenemos los números reales, R1.
(1) Ejeriios de trabajo en lase
1. ¾El resultado de la resta y el resultado de la división de números enteros es un número
entero?
2. ¾Es verdad que ualquier subonjunto de números enteros siempre tiene un primer ele-
mento?
1
La forma de denir los reales omo la unión de raionales on irraionales es intuitiva y erana a los
estudiantes. Existe una deniión formal por ortes o por suesiones de Cauhy, que no se trabajará en
este libro porque implia otro nivel de formalidad y profundidad.
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3. Un número entero es par si se puede expresar omo 2k donde k es un entero y un número
entero es impar si se puede expresar de la forma 2k + 1 donde k es un entero.
Exponga la razón por la ual:
a. La suma de dos números enteros es un número entero par.
b. El produto de dos números enteros pares es un número entero par.
. La suma de dos enteros impares es un número entero par.
d. Si un número entero a es múltiplo de 3 entones el número entero a2 es un múltiplo
de 3.
Exprese de forma raional (p/q) los siguientes deimales periódios:
4. 2, 345345 . . .
5. 13, 023491491 . . .
6. 0, 285714285714 . . .
7. De ejemplos de números irraionales.
8 ¾Los resultados de las operaiones suma, resta, multipliaión y división de números
irraionales dan omo resultado números irraionales?
Determine un número raional que se enuentre entre los siguientes pares de números
9. 3/5, 7/4
10. 3/5, 4/5
11. Para un número irraional a, ¾existe un onseuente para a?
12. Al realizar la suma de un número raional on un número irraional ¾Qué lase de
número se obtiene?
1.1. Orden jerárquio de las operaiones
Para realizar de forma orreta una serie de operaiones entre números reales se debe tener
en uenta lo siguiente:
Efetuar primero las multipliaiones y las divisiones en el orden de letura, es deir,
de izquierda a dereha.
Efetuar sumas y restas de forma similar a las operaiones anteriormente menionadas.
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Si hay varios símbolos de agrupamiento omo paréntesis (), orhetes [] o , uno dentro
de otro, primero se efetúan las operaiones dentro de ada agrupamiento.
Ejemplo 1.1
Teniendo en uenta el orden jerárquio observe los siguientes ejemplos.
a.
8 + 5× 6− 15÷ 3
8 + (5× 6)− (15÷ 3)
8 + 30− 5 = 33
b.
6− [8− (6 + 9)]
6− [8− (15)]
6 + 7 = 13
.
9× 3− 8× (−2)
6 + 12× 7 =
(9× 3)− (8 × (−2))






(2) Ejeriios de trabajo en lase
Realie los siguientes ejeriios teniendo en uenta el orden jerárquio de las operaiones
13. 15− {4 + [−5− 4 + (2− 3)]− 16}
14. −4 + 5− {3 + 4− 5− [7 + (6 + 4)− 7− 6] + 4}
15. −1 + {5 + 4− 3− 7 + 1− [5 + 8− 7− (7 + 8 + 6− 9− 23)− 5] + 3}
16. 5 + 4− [5− (6 + 5− 8) + (9− 1 + 4)]
1.2. Estrategias para aproximar números reales
Con freuenia se realizan aproximaiones en las operaiones realizadas on los números
reales. Cuando los resultados son menores que los valores exatos, se denominan aproxima-
iones por defeto, en aso ontrario se denominan aproximaiones por exeso.
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Aproximaión por redondeo
Para realizar aproximaión por redondeo se deben sustituir las ifras siguientes a la de orden
n por eros. En aso de que la primera ifra, que se ambia por ero, sea mayor o igual a 5
la última de las no sustituidas por ero se aumenta en uno; en aso ontrario, es deir, si la
primera ifra que es ambiada por ero es menor a 5, la última de las ifras no sustituidas
por ero se mantiene igual.
Aproximaión por trunamiento
Para realizar aproximaión por trunamiento se deben sustituir por ero todas las ifras
siguientes a la ifra del orden de trunamiento.
Ejemplo 1.2
π = 3, 141592 . . .
Aproximaión de orden 3 por redondeo: 3, 142
Aproximaión de orden 3 por trunamiento: 3, 141
Aproximaión de orden 3 por redondeo del número 51760: 51800
Aproximaión hasta las entenas por trunamiento de 51760: 51700
1.2.1. Errores
Al realizar la aproximaión de un número real, el heho de modiar las ifras por eros
genera un error. Para uantiarlo se puede emplear el error absoluto o el relativo.
Error absoluto Ea: orresponde al valor absoluto de la diferenia que se obtiene entre un
número y su aproximaión. Se puede uantiar mediante la expresión Ea = ‖A − a‖, en
esta expresión A representa el número que se ha aproximado y a representa su aproximaión.
Error relativo Er: orresponde al oiente del error absoluto y el valor absoluto del número
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1.3. Mínimo omún múltiplo y máximo omún divisor
(MCM)
Para algunas apliaiones es neesario determinar el menor de los múltiplos omunes y el
mayor de los divisores omunes de un onjunto de números enteros. Una estrategia para
determinarlos es:
El mínimo omún múltiplo se obtiene del produto de los fatores primos que sean omunes
y los que no sean omunes del onjunto de números on sus exponentes mayores.









12 = 22 × 3
8 = 23
23 × 3 = 8× 3 = 24
mm(12, 8) = 24
El máximo omún divisor de un onjunto de números enteros se obtiene del produto de los
fatores primos omunes on sus menores exponentes.
Si m es el máximo omún divisor de los números a y b se denotará mediante la expresión
m = (a, b); existe una forma alternativa de alular el máximo omún divisor y es mediante
el uso del algoritmo de Eulides, que se basa en:
Si m = (a, b) y a = bq + r on 0 ≤ r < b, entones m = (b, r)
se proede de la siguiente forma: se divide a entre b para obtener un residuo r1, después se
divideb÷ r1 y se obtiene un residuo r2; a ontinuaión, se divide r1 ÷ r2 y se obtiene omo
residuo r3 y se ontinúa on el proeso hasta obtener omo residuo ero. El máximo omún
divisor es igual al último residuo que sea diferente de ero.
Ejemplo 1.3
Si se utiliza el algoritmo de Eulides, para alular el máximo omún divisor de las parejas
de números el proeso será:
a. 328 y 1804
1804 / 328 = 5 y residuo = 164
328 / 164 = 2 y residuo = 0 por tanto (1804, 328) = 164
b. 105 y 385
385 / 105 = 3 y residuo = 70
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105 / 70 = 1 y residuo = 35
70 / 35 = 2 y residuo = 0 por tanto (385, 105) = 35
El máximo omún divisor de los números enteros a y b umple:
Si a > b(a, b) = (b, a− b)
Por último, no olvidar que el máximo omún divisor de a y b es el mayor entero positivo
que divide a a y b de tal forma que el residuo de ambas operaiones sea ero. Si el máximo
omún divisor de dos números es 1, al par de números se les denomina primos relativos
o primos entre sí.
. Calular (1001,1000)
(1001, 1000) = (1000, 1001− 1000) = (1000, 1) = 1.
1.4. Números primos
Un número entero P se denomina número primo si es mayor que 1 y sus únios divisores
son 1,-1, P y −P
Ejemplo 1.4
7, es divisible por (1,-1, 7,-7) primo positivo
-7,es divisible por (1,-1,7,-7) primo negativo
1.5. Números ompuestos
Son los números que se pueden expresar omo el produto de dos o más números primos.
Todo número entero mayor que 1, es deir n > 1, puede ser expresado de forma únia omo
el produto de potenias de un onjunto de números primos.
Ejemplo 1.5
72 = 2× 2× 2× 3× 3 = 23 × 32
Apoyo de la aluladora
Multipliaiones on exponentes:
Se usa la tela: [∧] o [xy ]
Ejemplo 1.6
56 · 32 · 43 → 5 [∧] [6]× 3 [∧] [2]× 4 [∧] [3] [enter] = 9000000
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1.5.1. Divisibilidad
Un número es divisible entre otro número si este lo ontiene un número entero de vees, es
deir, si el residuo es ero.
Para a y b enteros, se die que a divide a b (lo que se simboliza on (a | b) ) si se umple:
(a | b) si existe un entero c tal que b = (a)(c)
Ejemplo 1.7
a. 3| 12 porque 12 = 4× 3
b. 4 ∤ 10 puesto que no existe un entero c tal que 10 = 4c
. 4 | 20 debido a que si c = 5, 20 = 4c
d. 3|0 ya que 0 = 3c uando c = 0
e. 1| 5 puesto que 5 = 1× 5
f. 5 ∤ 1 dado que 1 6= 5c para ualquier entero c
1.5.1.1. Criterios de divisibilidad
Para x, entero se umple que:
x es divisible por 2 si su última ifra es 0 o su última ifra es un número par
x es divisible por 3 si la suma de todas sus ifras es múltiplo de 3
Ejemplo 1.8
387 es divisible por 3 porque 3 + 8 + 7 = 18 y 18 es múltiplo de 3.
x es divisible por 4 si sus dos últimas ifras forman un múltiplo de 4. Ejemplo: 324 y
1840.
x es divisible por 5 si él termina en 0 o en 5.
x es divisible por 6 si tiene omo divisores a 2 y a 3.
Para determinar si x es divisible por 7 existen dos riterios: el método direto y el
método reursivo.
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Método direto
A partir del número se forman grupos de tres ifras y posteriormente se suma y se resta
alternadamente ada onjunto de números; si el resultado obtenido es un múltiplo de 7,
entones el número dado también es divisible entre 7.
Ejemplo 1.9
267'651,475 es divisible entre 7 ya que al usar el método direto se obtiene:
267− 651 + 475 = 91
Ya que 91 es un múltiplo de 7, el número 267'651,475 también lo es.
Método reursivo
Se desompone el número en dos partes que orresponden la primera a todas las ifras
exepto la de las unidades y la otra parte solo a las unidades. Se multiplia la ifra de las
unidades por 2 y se resta a la primera parte. Si el valor absoluto del resultado es 0 o es un
múltiplo de 7, el número es divisible por 7. El proeso se repite hasta llegar a un resultado
0 o 7.
Ejemplo 1.10
x = 329 → (32 - (9 x 2)) →14 La onlusión en este aso, es que 329 es divisible por 7.
x es divisible por 8 si el número formado por las tres últimas ifras del número es
divisible por 8 o si las tres últimas ifras del número son eros.
Ejemplo 1.11
x = 496120→120 que es divisible por 8, así que x también.
x es divisible por 9 si la suma de todas sus ifras es múltiplo de 9, en este proeso se
puede omitir sumar los 9 y los eros para agilidad de la operaión.
x es divisible por 10 si termina en 0 (ero).
x es divisible por 11 si al sumar por separado las ifras que oupan los lugares impares
y las ifras que oupan los lugares pares y posteriormente restar los resultados se
obtiene un múltiplo de 11.
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Ejemplo 1.12
957 = (9 + 7)− 5 = 16− 5 = 11.
x es divisible por 12 si tiene omo divisores a 3 y 4.
x es divisible por 13 si la suma alterna omo la usada para el número 7) es divisible
por 13.
Ejemplo 1.13
x = 100035286→100− 035 + 286 = 351 que es múltiplo de 13, luego x también.
También se puede determinar la divisibilidad por 13 on un método que es similar al del
número 7, solo que multipliando la ifra de las unidades por 9 en lugar de multipliar por
2.
x es divisible por 14 si es par y es divisible por 7
x es divisible por 15 si tiene omo divisores a 3 y a 5
x es divisible por 16 si sus uatro últimas ifras también lo son.
Ejemplo 1.14
x = 27168→7168 que es divisible por 16, así que x también.
x es divisible por 17 si se umple que al restar la antidad formada por la ifra de
las deenas y la ifra de las unidades al doble produto de las ifras restantes es un
múltiplo de 17.
Ejemplo 1.15
x = 11866→2 ∗ 118− 66 = 170 que es múltiplo de 17.
x es divisible por 18 si tiene omo divisores a 2 y 9.
x es divisible por 19 si la suma del doble produto de las unidades on el número sin
la ifra de las unidades es un múltiplo de 19.
Ejemplo 1.16
304 → 4x2 + 30 = 8 + 30 = 38 que es múltiplo de 19.
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1.6. Plano artesiano
Cualquier par de números reales de la forma (a, b) se denomina pareja ordenada. El on-
junto formado por las innitas parejas ordenadas de números reales se denomina produto
artesiano de R×R y se dene así:
R× R = R2 = {(x, y)/x ∈ R, y ∈ R}
Euaión 2 : Produto artesiano
Al relaionar los puntos del plano on el produto artesianoR2 se obtiene una representaión
muy útil denominada el plano artesiano. Como se muestra en la gura 1.1.
Figura 1.1. Plano artesiano
Los números que onforman las parejas ordenadas son relaionados on las retas vertial
y horizontal de la forma onoida. No olvide que al eje horizontal se le llama eje de las
x y al eje vertial se le llama eje de las y. Al primer número en ada pareja ordenada se
le denomina absisa y el segundo número en la pareja ordenada reibe el nombre de ordenada.
A la pareja (a, b) relaionada on un punto A, se le denomina las oordenadas del punto
A. Observe en la gura 1.2, la forma omo se ubia una serie de puntos a partir de sus
oordenadas.
Además de representar puntos, en el plano artesiano es posible representar regiones obte-
nidas a partir de igualdades. La siguiente región A = {(x, y)/x = 2, y = 3} orresponde a
las retas mostradas en la gura 1.3.
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Figura 1.2. Ubiaión de puntos en el plano artesiano
Figura 1.3. Soluión regiones en el plano
Otro ejemplo de región en el plano artesiano orresponde a la determinada por la expre-
sión A = {(x, y)/−2 < x < 3, −1 < y < 4}. En este ejeriio, la ondiión india que la
oordenada x debe estar entre -2 y 3 y la oordenada y debe estar entre -1 y 4. La región
sombreada orresponde a la interseión de las regiones indiadas. Note que en la ilustraión
4, los límites de la región se muestran punteados. Lo anterior se debe a que estos puntos no
haen parte de la región por la ondiión de desigualdad.
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Figura 1.4. Región soluión de una desigualdad
1.6.1. Distania entre dos puntos en el plano artesiano
La distania entre dos puntos A(x1, y1) y B(x2, y2) se determina mediante la expresión:
d (A,B) =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2
Euaión 3: Distania entre dos puntos en el plano artesiano
1.6.2. Coordenadas del punto medio








Euaión 4: Coordenadas del punto medio
(3) Ejeriios de trabajo en lase





, (4, 5) , (−3, 2)
Represente los siguientes subonjuntos de R2 en el plano artesiano:
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18. {(x, y)/x = −3, y = 3}
19. {(x, y)/x < 4}
20. {(x, y)/x ≥ 2}
21. {(x, y)/x ≤ −1, y ≥ 2}
22. Una irunferenia tiene entro en P (−4, 1). Un diámetro de la irunferenia esQR. Si
las oordenadas del punto son Q (2, 6), hallar las oordenadas del otro punto extremo
del diámetro.
Hallar la distania entre los puntos:
23. (−3, 1) , (3,−1)
24. (4, 1) , (3,−2)
Hallar el perímetro de los triángulos uyos vérties son:
25. (−2, 5), (4, 3) , (7,−2)
26. (−1,−2) , (4, 2) , (−3, 5)
Determine si los siguientes triángulos son isóseles
2
:
27. (6, 7), (−8,−1), (−2,−7)
28. (2,−2) , (−3,−1) , (1, 6)
29. Hallar un punto de absisa 3 que tenga una distania de 10 unidades hasta el punto
(−3, 69)
1.7. Conjuntos
Se puede denir un onjunto de forma intuitiva omo una oleión de objetos on una ara-
terístia en omún. Los onjuntos se nombran de dos formas: uando un onjunto es desrito
por una propiedad que omparten sus elementos, se die que está denido por omprensión;
uando está denido por medio de una lista de sus elementos, se die que está denido por
extensión. Al que se toma omo referenia para determinar la propiedad en los elementos se
le denomina onjunto universal.
Un onjunto sin elementos se llama onjunto vaío. Se die que un elemento pertenee al
onjunto A y se denota a ∈ A, en aso ontrario se die que el elemento no pertenee y se
denota a /∈ A.
2
El triángulo isóseles se dene omo un polígono de tres lados: dos de ellos miden igual.
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1.7.1. Diagramas de Venn
Son una forma de representar por medio de una gráa onjuntos y sus elementos, se usan
irunferenias u óvalos enmarados por un retángulo para mostrar las relaiones existentes
entre los onjuntos representados. La región enerrada por las urvas ontiene los elementos
de ada onjunto y la forma omo esos írulos se sobreponen, muestra las posibles relaiones
entre los onjuntos; por ejemplo, uando las regiones se sobreponen india la existenia de
elementos que perteneen a los dos onjuntos.
1.7.2. Subonjuntos
Sean dos onjuntos A y B, omo se muestra en la gura 1.5, se die que A es subonjunto
de B, lo ual se esribe A ⊆ B si todo elemento de A también es elemento de B, es deir:
∀x, si x ∈ A→ x ∈ B
Figura 1.5. Diagrama de Venn para el subonjunto A
Con respeto a lo anterior es importante anotar que:
1. Para todo onjunto A, φ ⊆ A
2. Si Si A ⊆ B y B ⊆ C, entonces A ⊆ C
3. Dos onjuntos son iguales si y solo si A ⊆ B y B ⊆ A
4. Sea A un onjunto, se dene el onjunto partes de A al onjunto de subonjuntos de
A, el ual tiene 2n elementos donde n es la antidad de elementos del onjunto A.
1.7.3. Unión de onjuntos
Sean los onjuntos A y B, la unión de los onjuntos se dene de la siguiente forma:
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A ∪B = {x/x ∈ A ∨ x ∈ B}
Euaión 5: Unión de onjuntos
Y el diagrama de Venn que representa la unión de onjuntos se observa en la gura 1.6.
Figura 1.6. Diagrama de Venn para la unión de onjuntos
1.7.4. Interseión de onjuntos
Sean los onjuntos A y B, se dene la interseión de los onjuntos de la siguiente forma:
A ∩B = {x/x ∈ A ∧ x ∈ B}
Euaión 6: Interseión de onjuntos
Figura 1.7. Diagrama de Venn para la interseión de onjuntos
1.7.5. Complemento de un onjunto
Sea un onjunto A, se dene el omplemento de A, (el ual se denota Ac o A) on respeto
al onjunto universal U de la siguiente forma:
Ac = {x ∈ U/x /∈ A}
Euaión 7: Complemento de un onjunto
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Figura 1.8. Diagrama de Venn para el omplemento de onjuntos
1.7.6. Diferenia
Sean dos onjuntos A y B, se dene la diferenia entre los onjuntos de la siguiente forma:
A−B = {x/x ∈ A ∧ x /∈ B}
Euaión 8: Diferenia de onjuntos
Figura 1.9. Diagrama de Venn para la diferenia de onjuntos
1.7.7. Diferenia simétria
Sean A y B dos onjuntos, se dene la diferenia simétria de la siguiente forma:
A △ B = (A−B) ∪ (B −A)










Euaión 9: Diferenia simétria de onjuntos
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Figura 1.10. Diagrama de Venn para la diferenia simétria de onjuntos
1.8. Propiedades de las operaiones entre onjuntos
A ontinuaión, enontrara en la tabla 1.2 las propiedades de las operaiones entre onjuntos
on sus nombres.




















Ley de involuión (Ac)
c
=A
Leyes de De Morgan para onjuntos
(A∪B)c=Ac∩Bc
(A∩B)c=Ac∪Bc
Ejeriios de trabajo en lase
Dibuje ada uno de los diagramas de Venn para ada enuniado y sombree el área que
represente el onjunto indiado.
30. A∩ (B∪C)
31. A∪ (B∩C)
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35. Dados los onjuntos
U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 15 }
A = {4, 8, 10, 12}
B = {3, 6, 9, 12, 15 }
C = {1, 2, 3, 11, 12, 13 }
D = {1, 5, 6, 10, 11 }
E = {12, 13, 14, 15 }
Determinar:
A ∪ B (A ∩ B)c (D ∩ E) −− A
B ∪ C Ac Bc
Ec ∩ D B ∩E B ∆ E
A ∪ C ( B ∪ C)c ( C ∩D )c
( A ∩ D )c ( E ∪ C )c
Tomando omo base ada uno de los siguientes diagramas de Venn:
36. En una faultad de ingeniería se han matriulado mil dosientos estudiantes, quinientos
ohenta y dos se matriulan en el urso de físia, seisientos veintisiete se matriulan
en químia, quinientos uarenta y tres se matriulan en matemátia básia, dosientos
dieisiete se matriulan en físia y químia, tresientos siete se matriulan en físia y
matemátia, dosientos inuenta se matriulan en químia y matemátia y por último
iento veintidós estudiantes se matriularon en los tres ursos. Determinar:
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a) Cuántos estudiantes no tomaron ningún urso
b) Cuántos estudian exatamente una materia
) Cuántos estudian máximo dos materias
d) Cuántos estudian por lo menos una materia
e) Cuántos estudian físia y químia, pero no matemátia
37. Se entrevistó a 3200 personas sobre el tipo de transporte que utilizan para desplazarse
en el área metropolitana de una apital. 1950 personas respondieron que utilizan el
metro, 400 utilizan motoileta, 1500 utilizan bus, 800 utilizan bus y metro y ninguno
de los que se transporta en motoileta utiliza bus o metro. Determinar:
a) El número de personas que solo utiliza metro
b) El número de personas que utiliza máximo dos medios de transporte
38. Al entrevistar a 200 personas on disapaidad se obtuvieron los siguientes resultados:
60 personas on pérdida total de la voz, 90 personas on pérdida de la visión de
los uales 20 también tenían pérdida de la voz. De la poblaión entrevistada 70 se
dediaban a onseguir su sustento omo antantes, de los uales 30 perteneen al
grupo de personas on pérdida de la visión. Elabore un diagrama de Venn que ilustre
los resultados de la entrevista y determine uántos de los entrevistados que no son
antantes no tienen perdida de la visión ni de la voz.
1.9. Valor absoluto
Se puede interpretar el valor absoluto de un número entero omo la distania que existe en
la reta numéria desde el número dado hasta ero. Si se desea determinar el valor absoluto
de un número positivo, la distania desde ese número hasta ero es igual al número, pero si
el número fuera negativo, la distania del número hasta el origen será el inverso aditivo del
número.
Figura 1.11. Representaión gráa del valor absoluto
Es posible expresar el valor absoluto mediante una funión por partes denotando el valor
absoluto de un número de la siguiente forma:
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|x| =
{
x si x ≥ 0
−x si x < 0
Euaión 10: Deniión de valor absoluto
Según lo anterior, el valor absoluto de un número, siempre será positivo, es deir mayor o
igual a ero y oinide siempre on el de su inverso aditivo. El número ontenido en las
barras del valor absoluto se llama argumento.
Ejemplo 1.17
Simpliar:
1. − |−2| = − (2) = −2
2. |0− 2|=|−2|=2
3. |6− 3| = |3| = 3
4. |3 + 2 (−4)| = |3− 8| = |−5| = 5
5. (− |−2|)2 = (−2)2 = 4
1.9.1. Propiedades del valor absoluto
Tabla 1.3. Propiedades del valor absoluto
|x| ≥ 0 |x| = 0 ←→ x = 0 |x| = |−x|
|x|2 = x2 |x|2 = |x| |x.y| = |x| . |y|
|x+ y| ≤ |x|+ |y| |x− y| ≤ |x|+ |y| |x− y| = 0↔ x = y∣∣∣x
y
∣∣∣ = |x||y| si y 6= 0 si |x| < a → −a < x < a Si |x| = a, → x = a o x = −a
1.9.2. Distania entre dos números en la reta numéria
La distania entre dos números a y b en la reta numéria es igual al valor absoluto de su
diferenia, es deir:
d (a, b) = |b− a| = |a− b|
Euaión 11: Distania entre dos números en la reta numéria
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Ejemplo 1.18
En la reta numéria la distania entre los números -3 y 2 se obtiene de dos formas posibles:
|b− a| |a− b|
|2− (−3)| | − 3− 2|
|2 + 3| | − 5|
|5| 5
5
Figura 1.12. Distania entre dos números en la reta numéria.
1.9.3. Euaiones lineales on valor absoluto
Por la deniión de valor absoluto, se sabe que |x| siempre será mayor o igual a ero. Observe
que el valor absoluto de un número positivo es positivo y el de una antidad negativa, ambia
de signo, es deir:
1. Si x > 2, entones |x− 2| = x − 2 porque x − 2 > 0. Es deir, si el argumento es
positivo, el valor absoluto queda expresado omo una euaión en la que se obtiene el
valor de x.
2. Si x < 2, entones |x− 2| = −(x − 2) porque x − 2 < 0. Es deir, si el argumento es
negativo, el valor absoluto queda expresado omo una euaión en la que se obtiene el
valor de x.
Ejemplo 1.19
Si x es la inógnita en la euaión |x− 3| = 5, omo no se onoe si el argumento es positivo
o es negativo, se debe evaluar las dos posibilidades de signo y obtener dos euaiones que
nos onduen a dos soluiones a saber:
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Soluión 1 Soluión 2
x− 3 = 5
x = 5 + 3
x = 8
x− 3 = −5
x = 3− 5
x = −2
Las soluiones de una euaión on valor absoluto satisfaen la euaión. Si se omprueba,
se obtiene:
Soluión 1 Soluión 2
|x− 3| = 5
|8− 3| = 5
|5| = 5
5 = 5
|x− 3| = −5





3 |5− 4x| = 9
Previamente se debe obtener el valor absoluto sin fatores o divisores, lo anterior se onsigue
dividiendo entre 3 ambos lados de la euaión para obtener:
|5− 4x| = 3
Euaión que se resuelve de la forma onoida:
Soluión 1 Soluión 2
5− 4x = 3
−4x = 3− 5
−4x = −2
x = 12
5− 4x = −3
−4x = −3− 5
−4x = −8
x = 2
Al realizar la prueba on las soluiones en la euaión iniial, se obtiene:
Soluión 1 Soluión 2
3|5− 4x| = 9
3
∣∣5− 4 (12)∣∣ = 9
3|5− 2| = 9
3|3| = 9
3 (3) = 9
9 = 9
3|5− 4x| = 9
3 |5− 4 (2)| = 9
3 |5− 8| = 9
3| − 3| = 9
3 (3) = 9
9 = 9
(4) Ejeriios de trabajo en lase
Resolver las siguientes euaiones:
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39. |x− 5| = 10
40. |x− 3| = −3
41. |2x+ 3| = −9
42. |5x− 2| = 3
43. 4 |x+ 2| − 30 = −10
44. |2x− 3| = 7
1.10. Poteniaión, radiaión y logaritmaión
Figura 1.13. Relaión entre poteniaión, radiaión y logaritmaión.
1.10.1. Exponentes y radiales
Para realizar operaiones on exponentes y radiales es neesario reordar las propiedades
que para todo x, y ∈R y para todo m,n, raionales on lo que se obtiene:
a) xmxn = xm+n






















Para los x ∈ R,x 6= 0, p ∈ N tenga en uenta
g) x0 = 1
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h) x−p = 1xp
Ejemplo 1.21

























× (24) = 27
23


















= 2−30+12 = 2−18
Ejemplo 1.23
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Ejemplo 1.24






























(5) Ejeriios de trabajo en lase














































































= 23,2 = 26
1.11. Notaión ientía
Esta notaión simplia los álulos y la esritura. Un número en notaión ientía se
esribe omo Mx10n donde M es un número entre 1 y 10.
Ejemplo 1.25
Masa de la tierra: 5970000000000000000000000 kg, que a través de la notaión ientía se
puede esribir on la notaión ientía omo: 5, 97x1024 kg.
Ejemplo 1.26
Masa del protón: 0.00000000000000000000167262158 kg que a través de la notaión ientía
se puede esribir on la notaión ientía omo: 1,67262158 × 10−21kg.
1.11.1. Regla de esritura de un número en notaión ientía
1. Mover el punto deimal en el número dado para que quede on un solo dígito a su
izquierda. El número resultante es M.
2. Contar uántas posiiones se deben mover en el punto deimal en el paso 1. Si el punto
deimal debe moverse a la izquierda, n es positivo, si debe moverse a la dereha, n es
negativo.
3. Esribir el número dado: Mx10n.
Ejemplo 1.27
a. 868000, entones: 8, 68x105 porque el punto deimal se mueve ino posiiones haia la
izquierda, entones el exponente 5 es positivo.
b. 0.00123456, entones: 1, 23x10−3 porque el punto deimal se mueve tres posiiones haia
la dereha, entones el exponente 3 es negativo.
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. La ondutividad térmia del vidrio es de 0.00025 entones: 2, 5x10−4 porque el punto
deimal se mueve uatro posiiones haia la izquierda, entones el exponente 4 es negativo.
d. 0.035(onzas en un gramo), entones: 3, 5x10−2 porque el punto deimal se mueve dos
posiiones haia la izquierda, entones el exponente 2 es negativo.
Apoyo de la aluladora
Para esribir en la aluladora en notaión ientía, se debe realizar el siguiente proeso:
ejemplo: esribir en la aluladora: 3, 5x10−2 , se esribe: 3,5 [exp] (−)2 [=] 0,035.
Se pueden haer operaiones:
Ejemplo 1.28
(7, 75x105)(9, 8x106) se debe realizar el siguiente proeso:
7,75 [exp] 5× 9,8 [exp] 6 = 7,595[12], este resultado se tradue omo: 7, 595x1012, si se desea
esribir el número simplemente se esribe: 7.595.000.000.000.
Ejemplo 1.29
(7, 2x10−3)(3, 5x10−8) se debe realizar el siguiente proeso: 7,2 [exp] (−)3× 3,5 [exp] (−)8 =
2,52[−10], este resultado se tradue omo: 2, 52x10−10.
(6) Ejeriios de trabajo en lase
Esriba en notaión deimal los siguientes números:
62. 7, 65× 105
63. 9, 3× 104
64. 2, 68× 103
65. 1, 86× 102
66. 6, 8 × 10−3
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71. 1,8
72. 0, 08






6× 102) . (2, 3× 103)
75.
(




1.12. Equivalenia entre radiales y exponentes
La raíz enésima de un número real a, se puede expresar omo:
n
√




= an/n = a1 = a












Si dos radiales tienen índies diferentes, pero tienen el mismo valor numério, se denominan
radiales equivalentes. Al trabajar on radiales es importante tener en uenta que, si se
multiplia la antidad subradial y el índie de la raíz por una misma antidad, se obtiene





amp (p 6= 0) son equivalentes si n√am = am/n = amp/np = np√amp[con]p 6= 0
Euaión 13: Equivalenia de radiales
1.14. Modiaión de expresiones radiales
Cuando se haga neesario modiar expresiones radiales, es importante tener en uenta que
si se desea extraer un fator de un radial se modian para expresarlos on un exponente
igual al índie de la raíz ya que en este aso se puede extraer de la raíz. Para introduir
fatores en un radial se expresan los fatores on un exponente igual al índie de la raíz.
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1.15. Operaiones on radiales














9× 8 = 3√9× 3√8 = 2 3√9 =∼= 4, 160



























































Euaión 17: Radial de un radial










1.16. Suma de radiales






a = (x+ y) n
√
a








100 se puede esribir omo (15)
2
√
100 = 15× 10 = 150
(7) Ejeriios de trabajo en lase





























































































































La raionalizaión onsiste en expresar una fraión sin radiales en el denominador.
Con fraiones del tipo
a√
b


















Euaión 19: Raionalizaión de una expresión on raíz uadrada en el denominador
























, on m < n, se multiplia numerador y denominador por
n
√























































































































































(8) Ejeriios de trabajo en lase

























La logaritmaión es la operaión inversa a la poteniaión que onsiste en determinar el
exponente al que hay que elevar una base dada onoida para obtener una potenia deter-
minada.
logab = n ⇐⇒ an = b
Euaión 22: Deniión de logaritmo
Ejemplo 1.40
1. log21 = 0 porque 2
0 = 1
2. log28 = 3 porque 2
3 = 8







Se denomina logaritmos deimales o omunes a aquellos logaritmos uya base es 10 y se
esribe omo logb , también logaritmos naturales o neperianos a aquellos uya base es el
número e = 2,7182812 y esribe Ln.
1.18.1. Propiedades








Euaión 23: Logaritmo de un produto
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Ejemplo 1.41
a. log3 (27) = log3 (3) (3) (3) = log33 + log33 + log33
b. log28 + log210 + log25 = log2 (8) (10) (5) = log2400
Determine x tal que:
log10x = log1020 + log105 + log1010















Euaión 24: Logaritmo de un oiente
Ejemplo 1.42
a. log 202 = log20− log2
b.
log3− log2− log3 + log24
= log3 + log24− log2− log3
= log3 + log24− (log2 + log3)
= log3× 24− log2× 3
















5 = 5 log33 = 5
b. log√232 = log21/22
5 = (5/(12 ) )log22 = 10
.














(9) Ejeriios de trabajo en lase








108. 103 = 1000
Exprese en forma exponenial:
109. log232 = 5
110. log3243 = 5
111. log0,001 = −3
Determine el valor de x:
112. x = log327
113. x = log20,125
114. log4x = 2/3
115. log5x = 0
116. logx = −0,02
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1.18.2. Ejeriios del apítulo: trabajo independiente
Ejeriios de la seión 1.1
1-5 Seleione de los signos <,> o = que dan la armaión verdadera:
1. 3−1_____7−1____ 19100












6-10 Efetué las siguientes operaiones y simplique el resultado:
6. (8÷ 2 + 5)÷ (7− 4× 8)
7. (11÷ 3− 2÷ 9)÷ (5÷ 3− 7÷ 6)
8.
√


























Ejeriios de la seión 1.6
17. Muestre que el uadrilátero on vérties ABCD es un rombo, on (−4, 3), B(5, 6),
C(8, 15) y D(−1, 12)
1.18. LOGARITMACIÓN 37
18. Dado un uadrilátero on vértiesABCD tenemosA(−2, 3),B(1, 5), C(0, 2) yD(−3, 0),
haga el gráo y demuestre que los vérties son los de un paralelogramo.
19. Determine los valores de a, para los que la distania entre (a, 3) y (5, 2a) es mayor a√
26.
Ejeriios de la seión 1.10
















































] [(− 34)−2 + 2−1]
32.
[















(−3)2 ÷ 91/2 − 23
]−1
− ( 3√54− 3√16)× 2−1/3 − 4× 4−1
Raionalie y simplique el resultado de las siguientes expresiones:


























Efetué las operaiones indiadas, reesriba el resultado de manera simpliada, sin expo-


































Ejeriios de la seión 1.18
47-52 Exprese en forma exponenial:
47. log39 = 2
48. log71 = 0







51. ln5 = x
52. ln (x+ 1) = 2
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53-58 Exprese la euaión en forma logarítmia:
53. 103 = 1000
54. 811/2 = 9
55. 4−3/2 = 0,125
56. ex = 2
57. e3 = y
58. ex+1 = 0,5













1.18.3. Apliaión on Tenología
Desarrolle los siguientes ejeriios usando el programa www.symbolab.om
www.wolframalpha.om donde podrá evideniar los proesos desarrollados analíti-
amente.
Ejemplo de vista del software Symbolab.
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Figura 1.14. Vista del programa Symbolab
Fuente: software www.wolframalpha.om
64-70 Enuentre el onjunto soluión de las siguientes operaiones entre onjuntos
usando diagramas de Venn.
64. A ∪B
65. B ∩ C
66. A ∩B ∩ C
67. B ∪ C ∩ A




Figura 1.15. Vista del programa Wolfram Alpha
Fuente: software www.wolframalpha.om
71-73 Realie las siguientes operaiones y exprese en notaión ientía.
71.
(
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81. log (x− 12) − log6 = 16 log (4x+ 8)
82. xlogx = 10x








86. Proyetos apliados a las ienias básias
La esenia de la ingeniería es la soluión de los problemas de la vida otidiana mediante
la apliaión de las matemátias. A ontinuaión enontrará unas ideas para soluionar
problemas en ontexto otidianos mediante la apliaión de los ontenidos vistos en lase.
La visita imposible al museo: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/
fops3.html
Enontrar patrones on poderes: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/
fops2.html
Ejemplo de vista:
Figura 1.16. Fuente: https://www.stewartmath.om/media/8_home.php
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El número de Oro (φ)





2 ≈ 1,618033988 . . . que orresponde a un número irraional también
llamado divina proporión.
Este número aparee en el arte, la naturaleza y el diseño. Es por eso que lo llaman de número
de Oro.
El modo de obtenerlo es tomando la soluión positiva de la euaión x2− px− q = 0, donde
p y q son iguales a 1.
Tomando omo herramienta el software GeoGebra (https://www.geogebra.org) reali-
e las siguientes representaiones.
Espiral áurea o espiral de Durero.
Proporiones áurea número de oro para rostro
Figura 1.17. Vista del software GeoGebra
























41 ∼= 21,29901 . . .








45. Sin soluión para x ∈ R
47. x = − 15 o x = 1
49. x = −2 o x = 5
51. Apliando las leyes de los exponentes: xmxn = xm+n
a−5.a = a−5+1 = a−4
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53. Apliando las leyes de los exponentes: x−1 = 1xp
1
(p4x−47)6
55. Apliando las leyes de los exponentes: x−1 = 1xp
1
(a2x−3)3













67. 105 = 100000⇒ 100000× 7,65 = 765000
69. 103 = 1000⇒ 1000× 2,68 = 2680

















87. Apliar propiedad de los radiales:
n
√












































111. Apliando deniión de logaritmo: an = b⇒ logab = n
a = 2, b = 32, n = 5
log232 = 5
115. 34 = 81
117. x = 3
119. x = 42/3




















21. Apliar las leyes de los exponentes:
(−a)m/n = (−1)m/n(a)m/n
(−27) 43 = (−1) 43 (27) 43 = 81
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= − 5324 = −0,01543 . . .
35. Multipliar la fraión por la raíz para quitar el radial del numerador.
√
x+ 1−2




x+ 1 + 2x+ 3
√
x+ 1 + 6

















































Da omo resultado a.














47. log525 = 2 onversión a forma exponenial 5
2 = 25
49. log100,1 = −1 onversión a forma exponenial 10−1 = 0,1






) ⇒ lnx = ln (e5)




No supongas que la matemátia es dura y avinagrada y repulsiva
para el sentido omún. Se trata simplemente de la idealizaión
del sentido omún.
William Thomson
Las letras suelen representar antidades desonoidas. Por medio del algebra es posible
realizar la traduión al lenguaje de las matemátias al lenguaje otidiano.
Ejemplo 2.1
Tabla 2.1. Lenguaje matemátio y lenguaje habitual
El siguiente de un número entero, más tres unidades (x+ 1) + 3
El doble de un número más su mitad 2n+
n
2




Una expresión algebraia es el resultado de mezlar variables mediante las operaiones ma-
temátias básias. En una expresión algebraia, al sustituir las variables por sus valores
numérios y realizar las operaiones indiadas se obtiene el valor numério de la expresión.
El dominio de una expresión algebraia es el onjunto de números que no indeterminan la
expresión. La indeterminaión se presenta prinipalmente por raíes de índie par y antidad
subradial negativa y por fraiones on denominador negativo.
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Tabla 2.2. Valor de una expresión algebraia
Expresión Dominio Valor típio
x4+4x− 8√
x













Existen expresiones algebraias, según el número de términos: el monomio onsta de un su-
mando y el polinomio de más de un sumando. Entre los polinomios hay binomios y trinomios
de dos y tres términos respetivamente.
2.1. Polinomios
Un polinomio en x es una suma de la forma anx
n+an−1xn−1+ · · ·+a1x+a0 , donde n es un
entero positivo y los oeientes ak son números reales. Si an 6=0, entones el polinomio es
de grado n.
A ontinuaión se presentan algunos polinomios y sus araterístias:
Tabla 2.3. Polinomios: sus oeientes y su grado
Ejemplo Coeiente prinipal Grado
3x4 + 5x3 + (−7)x+ 4 3 4
x8 + 9x2 + (−2)x 1 8
−5x2 + 1 -5 2
7x+ 2 7 1
8 8 0
Si el oeiente de un término en un polinomio es negativo, se utiliza un signo menos a la
izquierda del término.
3x2 + (−5)x+ (−7) = 3x2 − 5x− 7
Además de la variable x se aostumbran a usar otras letras en los polinomios, por ejemplo:
2
5
z2 − 3z7 + 8−
√
5z4
Los polinomios se ordenan en forma desendente on respeto a los exponentes y alfabéti-
amente on relaión a las letras.
2
5
z2 − 3z7 + 8−
√







Las expresiones algebraias que ontengan radiales on variables en las antidades subra-











Para el manejo de las operaiones algebraias entre polinomios se mantienen las reglas o-
noidas.




x3 + 2x2 − 5x+ 7)+ (4x3 − 5x2 + 3)
b) Restar (x3 + 2x2 − 5x+ 7)− (4x3 − 5x2 + 3)
Soluión:
a) La suma de dos polinomios implia el uso de la reduión de términos semejantes
(
x3 + 2x2 − 5x+ 7)+ (4x3 − 5x2 + 3)
x3 + 2x2 − 5x+ 7 + 4x3 − 5x2 + 3 Quitar paréntesis
(1 + 4)x3 + (2− 5)x2 − 5x+ (7 + 3) Reduir términos semejantes en x
5x3 − 3x2 − 5x+ 10 Simpliar
b) Al realizar la resta entre polinomios, se retiran los paréntesis teniendo en uenta el efeto
del signo que preede el segundo paréntesis sobre el ontenido del paréntesis.
(
x3 + 2x2 − 5x+ 7)− (4x3 − 5x2 + 3)
x3 + 2x2 − 5x+ 7− 4x3 − 5x2 + 3 Quitar paréntesis
(1 + 4)x3 + (2 + 5)x2 − 5x+ (7− 3) Reduir términos semejantes de x
− 3x3 + 7x2 − 5x+ 4 Simpliar
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2.1.1. Multipliaión de binomios
Ejemplo 2.3
Determine el produto de (4x+5) (3x−2)
Soluión:
(4x+ 5)(3x− 2)
(4x)(3x) + (4x)(−2) + (5)(3x) + (5)(−2) Propiedades distributivas
12x2 − 8x+ 15x− 10 Multipliar
12x2 + 7x− 10 Simpliar
2.1.2. Multipliaión de polinomios
Ejemplo 2.4
Enuentre el produto de (x2 + 5x− 4)(2x3 + 3x− 1)
Soluión:
Usando la propiedad distributiva y teniendo en uenta que 2x3 + 3x − 1 es un fator, se
obtiene:
(x2 + 5x− 4)(2x3 + 3x− 1) = x2(2x3 + 3x− 1) + 5x(2x3 + 3x− 1)− 4(2x3 + 3x− 1)
Luego de realizar la distribuión del fator y la reduión de términos semejantes, se obtiene:
(x2 + 5− 4)(2x3 + 3x− 1)
2x5 + 3x3 − x2 + 10x4 + 15x2 − 5x− 8x3 − 12x+ 4
2x5 + 10x4 − 5x3 + 14x2 − 17x+ 4
2.1.3. División de un polinomio entre un monomio
Ejemplo 2.5
















A ontinuaión se muestran las fórmulas para determinar por simple inspeión el produto
de dos fatores algebraios. En (2) y (3), son usados los símbolos superiores en ambos lados




Del mismo modo, (3) donde esta representa dos fórmulas.
2.1.4. Fórmulas del produto
Tabla 2.4. Fórmulas de produtos notables
Fórmula Ejemplo
(1)(x+y) (x−y)=x2−y2 (2a+3) (2a−3)=(2a)2−32=4a2−9
(2)(x±y)2=x2±2xy+y2 (2a−3)2=(2a)2−2 (2a) (3)+(3)2=4a2−12a+9
(3)(x±y)3 = x3±3x2y+3xy2±y3 (2a+3)3 = (2a)3+3 (2a)2 (3)+3 (2a) (3)2+(3)3 =












1. Usando la fórmula (1) del produto, on x = 2r2 y y =
√
s:
(2r2 −√s)(2r2 +√s) = (2r2)2 − (√s)2
(2r2 −√s)(2r2 +√s) = 4r4 − s
2. Usando la fórmula (2) del produto, on x =
√































Tenga en uenta que la última expresión no es un polinomio
3. Usando la fórmula (3) del produto, on x= 2a y y = 5b :
(2a− 5b)3 = (2a)3 − 3(2a)2(5b) + 3(2a)(5b)2 − (5b)3
(2a− 5b)3 = 8a3 − 60a2b + 150ab2 − 125b3
(1) Ejeriios de trabajo en lase
1. Determine la edad y la estatura de un ompañero mediante la siguiente serie de pasos:
a. Esriba la edad de él/ella
b. Multiplíquela por 2
. Sume 5
d. Multiplique la suma por 50
e. Reste 365
f. Sume la estatura de él/ella
g. Sume 115
Los dos primeros dígitos del resultado orresponden a la edad y los dos últimos a la estatura
de su ompañero. Justique la razón por la que suede esto.
Halle el valor del polinomio para ada uno de los valores.
2. x2 − 8x+ 6 para x = −6
3.
√
5x2 + 10x− 3√2 para x = 10
4. 5x− 3x2 − 9x3 para x = −1
5. x4 − x3 + x2 − x+ 1 para x = −2
6.
1
6x+ 1 para x = −3
Exprese el grado y el oeiente prinipal de los siguientes polinomios:
7. y3 − y2 + y1/3 − 7
8. t4 − t3 + t−1 − 1
9. 7x100 − 4x99 + 26x101 − 5





12. z2(5z3 − 4z + 18)
Realie las operaiones, simplique y ordene el polinomio:
13.
(
3x5 − 5x2 + 4x− 7)+ (x3 − 3x2 + 2x+ 1)
14.
(
4x10 − 7x5 + 1)+ (3x5 + 2x2 − 7x+ 1)
15. (y
3 − 3y2 + 7y − 8) + (5y3 + 4y2 − 9y + 1)
16.
(√
2z5 − 6z3 + 17z + 3√6)+ (z4 + 16z3 − 5z +√6)
2.2. Fatorizaión
Es una operaión que onsiste en expresar un polinomio omo un produto de polinomios.
Por ejemplo, 3x2 y x2+2 son fatores de 3x4+6x2 porque:
3x4+6x2= 3x2(x2+2)
Generalmente se busan omo fatores, polinomios de primer grado o polinomios de grado
mayor.
Cuando se fatoriza se obtienen expresiones que reemplazan al polinomio por una serie de
fatores lineales. Un ejemplo es:
5x3+6x2−29x−6 = (5x+1)(x−2)(x+3)
Uno de los usos de la fatorizaión es simpliar expresiones algebraias; otro es resolver
euaiones. En los siguientes ejemplos se presentan estas situaiones:
Ejemplo 2.7
Fatorie 6x4y4−4x2y2+10√2xy3−2xy2.
Soluión: ya que 2xy2 es un fator omún, se obtiene:
6x4y4 − 4x2y2 + 10
√
2xy3 − 2xy2
2xy2(3x3y2)− 2xy2(2x) + 2xy2(5
√
2y)− 2xy2










Observe el fator omún x+2y
x2+2xy−x−2y=(x−1) (x+2y)
Si se invierten las fórmulas de los produtos notables, se obtienen las fórmulas de fatoriza-
ión, que orresponden a las expresiones (1), (2), (3) y (4) esritas de forma inversa.
1. Cuadrado perfeto: x2+2ax+a2= (x+a)
2
2. Diferenia de uadrados perfetos: x2−a2= (x+a)(x−a)
3. Diferenia de ubos perfetos: x3−a3= (x−a)(x2+ax+a2)
4. Suma de ubos perfetos: x3+a3= (x+a)(x2−ax+a2)
Ejemplo 2.9
Fatorie 16x4y2−25
Soluión: esta es la diferenia uadrados, para fatorizar, se utiliza la fórmula 2, teniendo en





Soluión: ya que 8a3+27b6 es una suma de ubos, se puede fatorizar usando la fórmula 4.









2.2.1. Fatorizaión de polinomios de segundo grado
Los polinomios uadrátios de la forma ax2+bx+c, donde a, b y  son enteros se puede
fatorizar omo una expresión de la forma:
(ax+b) (cx+d)
Donde a, b,  y d orresponden a números enteros. Si el polinomio tiene omo oeiente
prinipal a= 1 será de la forma x2+bx+c y tiene una fatorizaión que se puede expresar de
la forma:
(x+b)(x+d)
on valores para b y d orrespondientes a números enteros.
Ejemplo 2.11
Fatorie x2−9x+18
Soluión: on b= −9 y c= 18, se busan los números enteros de b y tales que:
b+d= −9 y bd= 18
Es posible obtener a 18 omo el produto bd a partir de las siguientes expresiones:
1(18), 2(9), 3(6), (−1)(−18), (−2)(−9) o (−3)(−6)




Soluión: se puede esribir el número −1 omo el produto de los números enteros bd sola-
mente de una sola forma: (−1) (1). debido a que la suma
b+d= −1 + 16=3
De tal forma que el polinomio x2+3x−1 no puede ser fatorizado mediante el uso de oe-
ientes enteros.





Soluión: omo primer paso se estableen los fatores:
(2x+ )(1x+ )
Y luego estos fatores se ompletan on dos números enteros B y D uyo produto debe ser
igual a −6. Los pares posibles son:
1y − 6, −1y6, 3y − 2, −3y2
Se seleiona la pareja -1, 6 ya que se umple que 2(6) + 1(−1) = 11.
Por tanto, 2x2+11x−6 = (2x−1)(x+6)
Ejemplo 2.14
Fatorie 15x2+17xy+4y2
Soluión: los fatores podrían tener la forma:
(5x+ y)(3x+ y) o 15x+ y)(1x+ y)
Los fatores se pueden ompletar on dos números enteros uyo produto sea 4
Las parejas de números:
1y4, −1y − 4, 2y2, −2y − 2
Se omprueba ada pareja de forma semejante al ejemplo anterior para veriar uál da
omo resultado 17:
15x2 + 17xy + 4y2 = (5x+ 4y)(3x+ y)
Ejemplo 2.15
Fatorie 2t4+11t2+12
Soluión: siendo x=t2, y realizando la sustituión se obtiene un polinomio uadrátio de
grado 2 en x.
2x2+11x+12
Entones, fatorizando este polinomio uadrátio. Los fatores son:
(x+ )(2x+ )
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Y se ompletan on una pareja de números enteros uyo produto sea 12. Los posibles pares
son:
1y12, −1y − 12 2y6 3y4 − 3y − 4
Se omprueba ada par para ver qué ombinaión de números da omo resultado un oe-
iente 11 onluyendo que:
2x2+11x+12 = (x+4) (2x+3)
La sustituión de t2 por x nos da:
2t4+11t2+12 = (t2+4)(2t2+3)
En el ejemplo anterior se debe veriar que ninguno de los polinomios t2+4 ni 2t2+3 se
puede fatorizar utilizando oeientes enteros.
Existen algunos polinomios que pueden ser fatorizados en una segunda oportunidad, lo ual
se ilustra en los siguientes ejemplos:
Ejemplo 2.16
Fatorie x6−y6
Soluión: se observa que la expresión x6−y6 orresponde a una diferenia de uadrados que
al ser fatorizada da omo resultado:
x6 − y6 = (x3)2 − (y3)2
x6 − y6 =?(x?3 − y3)?(x?3 + y3)
x6 − y6 = (x− y)(x2 + xy + y2)(x+ y)(x2 − xy + y2)
x6 − y6 = (x− y)(x+ y)(x2 + xy + y2)(x2 − xy + y2)
(2) Ejeriios de trabajo en lase
Fatorie el polinomio:
17. 12x3 + 2x2 + 6x
18. 6x3y4 − 3√3x2y2 − 3x2y + 3xy




21. 15at+ 3bt+ 5as+ bs
Use las fórmulas de fatorizaión para fatorizar el polinomio.
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22. 36x2 − 25
23. 4x2 − 1
24. x4 − y4
25. x8 − y8
Use ténias para fatorizar los polinomios uadrátios en los que sea posible haerlo.
26. x2 − 5x+ 6
27. y2 + 7y + 10
28. x2 − 10x+ 24
29. y4 + 10y2 + 21
30. 2p2 + 7p+ 5
31. 6a4 + 13a2 − 15
32. 2x2 − 7xy + 3y2
Determine si las siguientes expresiones son falsas o verdaderas:
33. x2 + y2 = (x+ y)(x+ y)
34. a3 + b3 = (a+ b)3
35. (r − 1) (r − 1) = r2 + 1
36. r3 − s3 = (r − s)(r2 + rs + s2)
37. El gasto alório para un adulto se mide en alorías y orresponde a la antidad de
energía que utiliza su uerpo para las funiones básias entre las uales se enuentran
la irulaión sanguínea, la regulaión de la temperatura y el proeso de respiraión.
Si se onoe el peso de una persona (w) en kilogramos, la estatura de una persona (h)
en entímetros y la edad (y) expresada en años se puede determinar el gasto alório.
Para las mujeres: Cm= 65, 9 + 17, 9w+6h−7, 1y
Para los hombres: Ch= 66, 1 + 9, 4w+1, 7h−4,6y
Calule el gasto alório de una mujer de 23 años on un peso de 56 kilogramos y una
estatura de 1,63 metros y el gasto alório de un hombre de 46 años de edad on un
peso de 78 kilogramos y una estatura de 1,78 metros.
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2.3. Expresiones raionales







2x3 − x+ 8
Para las expresiones raionales, el dominio es un onjunto numério que ontiene aquellos
valores que no indeterminan la expresión. La indeterminaión se presenta uando el deno-
minador es igual a ero.
Por ejemplo, en la expresión raional
2x2 + 5
x+ 1
el dominio de la variable es {x|x 6= −1} ya
que el denominador se hae igual a ero uando se sustituye x por −1.
Durante el trabajo on expresiones raionales es neesario operar on ellas y posteriormente
simpliar los resultados obtenidos. En este proeso es posible haer uso de las propiedades
de los raionales y sus operaiones. En la siguiente tabla se muestran las propiedades más
empleadas:
Sean los números reales a, b, c y d, se umple que:
































































Soluión: se fatorizan el numerador y el denominador según lo expliado en páginas ante-
riores para las expresiones de la forma ax2 + bx+ c, además se toma omo fator omún en





(1− 4x)(2 + 3x)=
(4x−1)(x+3)
−(4x−1)(2 + 3x)= −
x+3
2 + 3x
Las operaiones suma y resta de expresiones raionales siguen en líneas generales el proeso
empleado para números raionales.
Ejemplo 2.20









Soluión: luego de realizar la fatorizaión de los denominadores según las expliaiones de








Los diferentes fatores de los denominadores son x, x−1 y x+1. Al usar el fator on el









Soluión: al fatorizar los denominadores se obtiene (x−2) (x+2) y (x+2)2. De esta manera
el mínimo omún múltiplo de los denominadores es (x−2) (x+2)2. Al desarrollar el produto
2.3. EXPRESIONES RACIONALES 65
de las expresiones raionales por los fatores faltantes en los denominadores para que tengan
















































Las operaiones multipliaión y división entre expresiones raionales requieren del uso de
las expresiones (iii) o (iv). Posteriormente se simplia.
Ejemplo 2.22











































































































































































































(3) Ejeriios de trabajo en lase

























Determine el mínimo omún múltiplo de los denominadores de las expresiones raionales y













x2−10x+25 × xx2−25 × 1x2+10x+25
50.
1
c2+c × cc2+2c+1 × 1c2−1
51. En un iruito que onsta de tres resistenias R1, R2, R3 , se utiliza un able ondutor








52. En una lente, p representa la distania entre el objeto y la lente y q representa la
distania entre la imagen y la lente; el valor de la longitud foal de la lente se puede










Q(x) formada por los polinomios P (x) y Q(x) se denomina fraión
propia, si el grado del polinomio P (x) es menor que el grado del polinomio Q(x). En aso
ontrario, la expresión raional se denomina fraión impropia.
Las fraiones impropias pueden ser expresadas omo la suma de un polinomio y una fraión
propia, es deir:
P (x)
Q(x)= {polinomio}+N1(x)Q(x) , por otra parte, las fraiones propias se pueden
expresar omo la suma de dos o más fraiones. Al proeso de determinar esas fraiones se
le denomina desomposiión en fraiones pariales.
2.4.1. Caso 1: fatores lineales distintos en el denominador
La expresión
P (x)
Q(x) se puede expresar omo una suma de fraiones on denominadores linea-
les si su denominador se puede desomponer en fatores lineales distintos, en este aso la









+ · · ·+ Ak
akx+bk
Euaión 26: Desomposiión en fraiones pariales: fatores lineales distintos
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Ejemplo 2.26
Desomponga en fraiones pariales la expresión raional:
7x+3
x2+3x−4
Soluión: el denominador puede ser fatorizado de la siguiente forma:
x2+3x−4 = (x+4)(x−1)










El siguiente paso es determinar los valores de A y B, multipliando por (x+4)(x−1) para
obtener:
7x+3 =A (x−1)+B(x+4)
Luego de desarrollar los produtos indiados y agrupar términos semejantes el resultado es:
7x+ 3 = Ax−A+Bx+ 4B
7x+3 =Ax+Bx−A+ 4B
7x+3 =x (A+B) + (−A+ 4B)




Al resolver el sistema de euaiones surge los valores para A y para B, que son respeti-










Desomponer en fraiones pariales la fraión:
x2+2x−1
2x3+3x2−2x
Soluión: al fatorizar el denominador resulta:
2x3+3x2−2x=x(2x2+3x−2) =x(2x−1)(x+2)
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Al multipliar los dos lados de la euaión por el mínimo omún denominador se observa:






















2.4.2. Caso 2: fatores lineales repetidos en el denominador
Para expresiones raionales de la forma
P (x)
Q(x) si el denominador Q(x) tiene un fator lineal
repetido k vees de la forma (a1x+b1)
k
, la desomposiión en fraiones pariales ontiene










Donde A1,A2, . . . ,Akson onstantes
Euaión 27: Desomposiión en fraiones pariales: fatores lineales repetidos
Ejemplo: desomponer en fraiones pariales.
5x2−36x+48
x(x−4)2










Al multipliar los dos lados de la euaión por el denominador omún se advierte:
5x2−36x+48 =A(x−4)2+Bx (x−4)+Cx
Desarrollando la diferenia de dos antidades al uadrado, el produto y simpliando se
obtiene:
5x2−36x+48 =Ax2+Bx2 − 8Ax− 4Bx+ Cx+ 16A
2.4. FRACCIONES PARCIALES 71
Para determinar los valores de A, B, C se igualan los oeientes de x2, x y los términos
independientes al lado dereho y al lado izquierdo del símbolo de igual, uyo sistema es:
A+B= 5
−8A− 4B + C = −36
16A = 48















Desomponer en fraiones pariales.
x4−2x2+4x+1
x3−x2−x+1





Luego, fatorizando el polinomio Q (x) =x3−x2−x+1 resulta:
x3−x2−x+1 = (x−1)2(x+1)











A (x− 1) (x+ 1) +B (x+ 1) + C(x− 1)2
(x−1)2(x+1)
4x = A (x− 1) (x+ 1) +B (x+ 1) + C(x− 1)2
4x=Ax2+Cx2+Bx−2Cx−A+B+C
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Igualando los oeientes de la variable y los términos independientes resulta un onjunto
de euaiones:
A+ C = 0
B − 2C = 4
−A+B + C = 0













2.4.3. Caso 3: fatores uadrátios irredutibles, distintos en el de-
nominador
Si en la expresión
P (x)
Q(x) , el denominador Q(x) tiene un fator uadrátio no repetido de la
forma ax2+bx+c, en donde, b2−4ac<0, entones la desomposiión en fraiones pariales
ontiene un término de la forma:
Ax+B
ax2+bx+c
Donde A y B son onstantes.
Ejemplo 2.29















Multipliando por el omún denominador:
4x2−8x+1 =A (x2−2x+3)+Bx+C(x+2)
Luego de multipliar y reduir términos semejantes se obtiene el sistema:
A+B= 4














Desomponer en fraiones pariales:
2x2−x+4
x3+4x












De donde se resulta:










2.4.4. Caso 4: fatores uadrátios irredutibles repetidos en el de-
nominador
Si en la expresión
P (x)
Q(x) , el denominador Q(x) tiene un fator uadrátio repetido k vees de
la forma (ax2+bx+c)k, donde b2−4ac<0 , la desomposiión de la expresión raionales en






2+ · · ·+
Akx+Bk
(ax2+bx+c)k
Donde A1, A2,.....Ak y B1, B2 , ....Bk son onstantes.
Euaión 28: Desomposiión en fraiones pariales: fatores uadrátios irredutibles
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Ejemplo 2.31
Desomponer en fraiones pariales:
1−x+2x2−x3
x(x2+1)2













Lo anterior debido a que se tiene un fator lineal en el denominador y un fator uadrátio.
Note que los numeradores dependen del tipo de fator en el denominador.
Como x(x2 + 1)2 orresponde al omún denominador de las fraiones, se realiza la suma
indiada de las fraiones, y luego igualando oeientes, se obtiene el sistema de euaiones:
A+B = 0, C = −1, 2A+B +D = 2, C + E = −1, A = 1
Cuya soluión es:
A = 1, B = −1, C = −1, D = 1 y E = 0
Entones:










Ejeriios del apítulo: trabajo independiente
Ejeriios de la seión 2.1
1-6 Realie las operaiones y simplique:
1. (2x+ 3) (x− 4) + 4x (x− 2)






2x− 4b3) (4a2 + 8ab3 + 16b6)





)2 − (x−y2 )2
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Ejeriios de la seión 2.2
7-12 Fatorie ompletamente sobre los enteros:
7. x2 + 4x− 32
8. r2 + 7r + 12
9. a2t2 − 3at− 18
10. 2x2 + x− 10
11. 18x2 + 9x− 2
12. 2(3a− b)2 + 3 (3a− b)− 5





3 − (c+ d)3
16. y10 − 8k4y3
17. 54x6 − 128y3
18-25 Aplique los asos de fatorizaión para fatorizar las siguientes expresiones:
19. a2c2 − a2d2 − b2c2 + b2d2
20. ax2 − 4ax+ 4a
21. 3x2 + 8x+ 5
22. 4x2 − 4x+ 1
23. x2 − 16
24. r2x2 − r2
25. 8x2 + 27y3
26. 4x2 + 23x− 6
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Ejeriios de la seión 2.3







































33. (a− b)÷ ( 1a − 1b )



























39. Enuentre un polinomio P (x) de grado 3 y on 1 omo oeiente prinipal, que umpla
on que P (x) es divisible por (x− 2) , P (0) = 6 y P (1) = −2
40. Si P (x) = 2x3 − kx2 − 8x + 4k, on k omo número real. Verique que k2 es un ero
de P (x), fatorie P (x).
























Ejeriios de la seión 2.4




















Desarrolle los siguientes ejeriios usando el programa www.symbolab.om. en el que
podrá evideniar los proesos desarrollados analítiamente.
53-56 Resuelva la adiión o sustraión simpliando las siguientes expresiones alge-
braias y alule el valor dado para ada una de ellas:





h−2 para h = 3
55.
9





bc − 5c2 para b = −2, c = −3
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Proyetos apliados a las ienias básias
Cuando se trabaja on las expresiones algebraias omo los produtos notables estos se re-
presentan omo áreas de uadrados y retángulos.
Desarrolle las siguientes ideas que representan proyetos basados en los ontenidos vistos en
el apítulo.
Visualizando una fórmula: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/dp1.html
Puesta a ero en un ero: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/dp6.html
Cuadrados y primos: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/fops1.html
Represente gráamente la idea de proyeto visualizando una fórmula
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Soluión de los ejeriios de trabajo en lase
3.
√
5x2 + 10x− 3√2 para x = −1
Se obtiene -102.006
5. x4 − x3 + x2 − x+ 1 para x = −2 Se obtiene 31
7. No es polinomio
9. Polinomio de grado 101 y oeiente 26.
13. Eliminaión de paréntesis, agrupaión de términos semejantes y por último suma de
elementos similares.
(
3x5 − 5x2 + 4x− 7)+ (x3 − 3x2 + 2x+ 1)
= 3x5 + x3 − 8x2 + 6x− 6
15. 6y3 + y2 − 2y − 7
17. Fatorizar el término omún
2x(6x2 + x+ 3)
19. (y + 3)(2y − z)
21. Fatorizar el máximo omún denominador de ada grupo:
3t (5a+ b) + s(5a+ b)
Fatorizar el polinomio fatorizando (5a+ b)
(5a+ b)(3t+ s)
23. Apliar la regla del binomio uadrado x2 − y2 = (x+ y)(x− y)
4x2 − 1 = (2x+ 1)(2x− 1)
25. Apliar la regla del binomio uadrado x2 − y2 = (x+ y)(x− y)
x8 − y8 = (x4 + y4) (x4 − y4)
Fatorizar
(
x4 − y4) = (x+ y) (x− y) (x2 + y2)
= (x+ y) (x− y) (x4 + y4) (x2 + y2)
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27. (y + 2)(y + 5)
29. Sea u = y2
u2 + 10u+ 21
Fatorizar u2 + 10u+ 21
(u+ 3) (u+ 7)


























45. Apliar regla del binomio al uadrado a2 − b2 = (a+ b) (a− b)
ab (a+ b)
(a+ b) (a− b) =
ab (a+ b)
(a+ b) (a− b) =
ab
(a− b)
47. El mínimo omún múltiplo MCM (v + 1)2 (v − 4)
49. El mínimo omún múltiplo MCM (x− 5)2(x+ 5)2
51. Simpliando la expresión
R1R2R3
R1R2+R1R3+R2R3
Soluión de los ejeriios de trabajo independiente
1. (2x+ 3) (x− 4) + 4x (x− 2) = (2x+ 3)(x− 4)
3. Usar la regla de la potenia aman = am+n
(a+ b)
3 − (a− b)3
2ab
= 3a3b2 + ab4
5. x4 (x+ 4) (3x− 2) = 3x6 + 10x5 − 8x4
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7. Considerar la forma x2 + bx + c, enontrar dos números uyo produto sea c y uya
suma sea b.
En este aso -32 y la suma sea 4. Utilizando estos números es posible fatorizar (x −
4)(x− 8).
9. a2t2 − 3at− 18 = (at− 6)(at+ 3)
11. 18x2 + 9x− 2 = (6x− 1) (3x+ 2)
13. 8(abc)
3 − 1 = (2abc− 1) (4a2b2c2 + 2abc+ 1)
15. (a+ b)




+ (a+ b) (c+ d) + (c+ d)
2
)
17. 54x6 − 128y3 = 2 (3x2 − 4y) (9x4 + 12x2y + 16y2)
19. ax2 − 4ax+ 4a = a(x+ 2)2
21. 4x2 − 4x+ 1 = (2x− 1)2
23. r2x2 − r2 = r (x+ 1) (x− 1)






















+ 2 = 22−x + 2















































ECUACIONES LINEALES Y CUADRÁTICAS
En las matemátias es donde el espíritu enuentra los elementos
que más ansía: la ontinuidad y la perseverania.
Anatole Frane
En matemátias las euaiones son igualdades entre expresiones algebraias. Por ejemplo:
√
x+ 1 = 2, x2 − 1 = (x+ 1) (x− 1) , x |x− 1| = 8
Corresponden a euaiones en la variable x.
La soluión de una euaión es un valor numério que, sustituido en el lugar de la variable,
hae que la euaión se onvierta en una identidad. Cuando se pide resolver una euaión,
se está pidiendo determinar la o las soluiones de la euaión.
Ejemplo 3.1
2 es la soluión de la euaión 8x+ 9 = 5x+ 3, porque 8(−2) + 9 = 5(−2) + 3
Se die que dos euaiones son equivalentes si las dos euaiones tienen las mismas soluiones.
Ejemplo:
3x− 1 = 0, 3x = 1, y x = 1
3
Las operaiones desritas a ontinuaión produen euaiones equivalentes:
83
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Tabla 3.1. Operaiones que produen euaiones equivalentes
◦ Sumar o restar en el lado de una euaión el mismo número real.
◦ Multipliar o dividir ada lado de una euaión por el mismo número real diferente
de ero
Ejemplo 3.2
Resuelva 10x+ 15 = 0.
Soluión. La siguiente lista muestra las euaiones equivalentes que se forman para llegar a
la soluión.
10x+ 15 = 0.







Toda euaión de la forma ax + b = 0 on a 6= 0 se denomina euaión lineal y tiene
exatamente una soluión: x = − ba
Ejemplo 3.3
Resuelva 2x− 7 = 5x+ 6
Soluión. Se reagrupan los términos semejantes en ada uno de los lados de la euaión y
usando las operaiones que produen euaiones equivalentes se determina la soluión.
2x− 7 = 5x+ 6
2x− 7− 5x = 5x+ 6− 5x
− 3x− 7 + 7 = 6 + 7








Es deir, que la soluión para la euaión es x = − 133 .










Soluión. Como parte del proeso de soluión de este tipo de euaiones, se multiplia ambos
lados de la euaión por el mínimo omún denominador para eliminar los denominadores y














(x− 4) + x = 2
2x = 6
x = 3























3x = (x− 2) + 6
3x = x+ 4
2x = 4
x = 2
A pesar de obtener la soluión x = 2, si este valor de x es sustituido en el lado izquierdo de





El resultado de una división entre 0 no es válido, por tanto, a pesar de haber obtenido x = 2
omo soluión de la euaión nal, se die que este valor no satisfae la euaión iniial y
por tanto esta no tiene soluión.
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3.1.1. Indiaiones para resolver problemas apliados
Leer de forma detallada el problema y determinar uál es la antidad que debe hallarse
Seleionar una letra para nombrar a la variable desonoida. Pueden usarse las letras
onoidas en otros ontextos omo A para el área o V para el volumen.
De ser neesario se realiza un diagrama y en él se usan las letras seleionadas en el
ítem anterior.
Elaborar un listado de variables y valores obtenidos en el problema.
Después de elaborar la lista, determinar la euaión que relaiona las variables del
problema.
Resolver la euaión y dar soluión a las preguntas del problema.
Comprobar las soluiones obtenidas y ontrastar on las ondiiones iniiales la viabi-
lidad de las respuestas.
Ejemplo 3.6
En un urso de matemátias básias, un estudiante tiene aliaiones de pariales de 56 y
68. ¾Cuál ha de ser la nota en el examen nal para que el promedio sea 70?
Soluión:
Leer el problema. Se ha de determinar la nota del examen nal,
x = Caliaión del examen nal.
Para este problema no se hae neesario el uso de un diagrama
A partir de la letura del problema se onoen los valores 56 y 68 que son las notas de los
primeros exámenes. La euaión que relaiona a x es la aliaión promedio de 64, 78 y x.
Entones:
aliaión promedio =
56 + 68 + x
3
Como la aliaión promedio debe ser 70, se emplea la euaión:
56 + 68 + x
3
= 70
Se resuelve la euaión formulada en la diretriz 5:
56 + 68 + x = 70 ∗ 3
124 + x = 210
x = 86
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Prueba: si las tres aliaiones de examen son 64, 78, 98 entones el promedio es:






Luego al respuesta al problema será que la nota del examen nal es 86.
Ejemplo 3.7
En un almaén se ha anuniado un desuento de 20% para toda la ropa masulina. Si el
preio de una amisa es de U$28, ¾uál era su preio iniial?
Soluión: la antidad desonoida es el preio iniial de venta, entones:
x = preio iniial de venta
Luego:
0,20x = desuento del 20% en el preio iniial de venta 28 = preio nal on desuento
El preio iniial de venta se determina omo sigue:
(precio inicial de venta)−(descuento) = precio con descuento, traduiendo la última eua-
ión a símbolos y luego resolviendo:






El preio iniial de la amisa fue de U$35.
Prueba: si la amisa ostaba iniialmente U$35 y tiene un 20% de desuento sobre ese preio,
entones el desuento es (0,20) (35)= 7 y el preio de la venta on desuento se obtiene al
restar 35− 7, es deir U$28.
(1) Ejeriios de trabajo en lase
Demuestre que la euaión es una identidad.
1. (4x− 39)2 − 16x2 = 9− 24x
2. (3x− 4) (2x+ 1) + 5x = 6x2 − 4
¾Cuál es el valor que debe tomar  para que a sea una soluión de la euaión dada?
3. 4x+ 1 + 2c = 5c− 3x+ 6a = −2
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4. 3x− 2 + 6c = 2c− 5x+ 1a = 4
La euaión se utiliza en la apliaión indiada. Despeje la variable indiada.
5. I = Prt despeje P (interés simple)
6. C = 2πr despeje r ( irunferenia de un írulo)
7. V = 13πr
2h despeje h (volumen del ono)
8. A = 12bh despeje h (área del triángulo)
9. F = gmMd2 despeje m ( Ley de Newton de gravitaión)
10. R = VI despeje I (Ley de Ohm en teoría elétria)






Halle la temperatura Fahrenheit orrespondiente a: 16◦C, 120◦C y −5◦C.
3.2. Euaiones uadrátias




3.2.1. Métodos para dar soluión a una euaión uadrátia






Para usar este método de soluión de estas euaiones, se emplea el siguiente teorema:
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Teorema del fator ero Si p y q son expresiones algebraias, entones:
pq = 0 si y solo si p = 0 o q = 0
El teorema del fator ero se puede extender a ualquier número de expresiones algebraias,
es deir,
pqr = 0 Si y solo si p = 0 o q = 0 o r = 0
Se dedue que si ax2+bx+c se puede esribir omo un produto de dos polinomios de primer
grado, entones se pueden hallar soluiones al igualar a 0 ada uno de los fatores, omo se
ilustra en los siguientes ejemplos. Esta ténia se onoe omo método de fatorizaión.
Ejemplo 3.8
Resuelva 2x2+5x− 3 = 0.
Soluión. Al fatorizar el lado dereho de la euaión resulta:
(x+ 3) (2x− 1) = 0
Al igualar ada fator de la euaión a ero y resolver, se obtienen las dos soluiones
(x+ 3) = 0 (2x− 1) = 0
x = −3 y x = 1
2
Las soluiones de la euaión 2x2 + 5x − 3 = 0 son las mismas obtenidas on el proeso
anterior y pueden veriarse por sustituión.
(2) Ejeriios de trabajo en lase
Resuelva las siguientes euaiones utilizando fatorizaión:
12. x2 − 16 = 0
13. y2 − 17y + 16 = 0
14. 2x2 + x− 1 = 0
15. 8t2 − 22t+ 15 = 0
16. x6 − 2x4 − x2 − 4
17. 2x5 + x4 − 2x− 1
18. 5t3 − 30t+ 45
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3.2.1.2. Usando la raíz uadrada
Si la euaión uadrátia tiene la forma x2 = d, para d ≥ 0 sus soluiones son:
x =
√




Usando la raíz uadrada resolver las euaiones uadrátias:
a) 2x2 = 6
b) (y − 3)2 = 5.
Soluión:














Entones, las soluiones son −√3 y √3
b) Para x = y − 3 y d = 5, la expresión (y − 3)2 = 5 se puede ver omo un aso espeial
de una variable al uadrado; luego se proede a simpliar la euaión extrayendo raíz
uadrada en ambos lados:
(y − 3)2 = 5
y − 3 = ±5
Produe:
y − 3 =
√
5 y y = 3−
√
5
Resolviendo ada una de estas euaiones, se enuentra que:
y = 3 +
√
5 y y = 3−
√
5
Entones, las soluiones son: 3 +
√
5 y 3−√5
(3) Ejeriios de trabajo en lase
Emplee la raíz uadrada omo en los ejemplos anteriores para resolver las euaiones:
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19. x2 = 17
20. (v + 5)2 = 5
21. 3(t+ 1)2 = 9
22. 2y2 = 100
23. 5(w − 1)2 = 4
24. 4(s− 3)2 = 5
Determine el valor de x
25. x2 − b2 = 0
26. (x− a)2 = b2
27. x2 + 2dx+ d2 = 0
28. (x+ c)2 = d2
3.2.1.3. Completando el uadrado
Si en una euaión uadrátia igualada a ero uno de los miembros de la euaión es un
trinomio de la forma
x2 +Bx+ C
Puede emplearse el método de ompletar un uadrado on el n de soluionar la euaión.
x2 +Bx+ C = 0
Transponiendo el término independiente
x2 +Bx = −C























Por último se emplea el método de la raíz, que ya fue expliado.
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Ejemplo 3.10
Resuelva x2 + 5x+ 6 = 0 ompletando el uadrado:
Soluión: se reesribe la euaión
x2 + 5x = −6






























Las soluiones son entones:
x = 3 x = 2
Ejemplo 3.11
Resuelva 2x2 + 2x− 1 = 0 usando el método de ompletar el uadrado.
Soluión: omo el oeiente de x2 es 2 , se dividen los dos lados de la euaión para obtener:
x2 + x− 1
2
= 0
Organizando la euaión resulta:
x2 + x =
1
2










































Las soluiones son entones: − 12 − 12
√
3 y − 12 + 12
√
3
(4) Ejeriios de trabajo en lase
Resuelva las siguientes euaiones mediante la utilizaión de ompletando el uadrado.
1. u2 + 2u− 1 = 0
2. 2k2 + 5k + 3 = 0
3. v2 + 3v − 2 = 0
4. 4b2 − 4b− 35 = 0
3.2.1.4. Por fórmula general
Si es utilizado el método de ompletar el uadrado para la expresión de la euaión uadrátia


















































Si a > 0, entones
√
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3.3. Soluiones de una euaión uadrátia







Euaión 29: Soluiones de la euaión uadrátia ax2 + bx+ c = 0
El disriminante: las soluiones x1 y x2 de una euaión uadrátia ax
2 + bx + c = 0 son
denidas por la antidad subradial b2 − 4ac, denominada disriminante y puede tener tres
opiones diferentes que se explian en la siguiente tabla:
Tabla 3.2. Disriminante y su interpretaión
Disriminante Soluiones
b2 − 4ac > 0 Dos soluiones reales diferentes
b2 − 4a = 0 Soluiones reales pero iguales
b2 − 4ac < 0 No hay soluiones reales
Ejemplo 3.12
Resuelva 3x2 − 2x− 4 = 0
Soluión: en este aso, a = 3, b = −2, c = −4, el disriminante positivo b2 − 4ac = 52 nos

























Resuelva 3x2 − x+ 2 = 0
Soluión: omo el disriminante-
b2 − 4ac = (−1)2 − 4 (3) (2) = −23
Es negativo, la euaión no tiene soluiones reales.
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Ejemplo 3.14
Resuelva x4 − 2x2 − 2 = 0
Soluión: la euaión se puede ver omo una euaión uadrátia si se realiza una pequeña
modiaión: (
x2
)2 − 2 (x2)− 2 = 0








x2 = 1 +
√
3 o x2 = 1−
√
3
Ahora, la euaión uadrátia x2 = 1 − √3 no tiene soluiones reales, ya que 1−√3 < 0
pero de x2 = 1+
√








3 de la euaión
original.
(5) Ejeriios de trabajo en lase
Resuelva las siguientes euaiones utilizando la fórmula uadrátia:
33. 3x2 − 7x+ 2 = 0
34. 4x2 − 12x+ 9 = 0
35. 9z2 + 30z + 25 = 0
36. 1 + 2w − 6w2 = 0
Ejemplo 3.15
Si un retángulo tiene un área de 138 cm2, si el largo es x entímetros mayor más que el
triple del anho, determine las dimensiones del retángulo.
Figura 3.1. Dimensiones de un retángulo en términos de la variable a
Soluión: en la ilustraión 22 se muestra un esquema del retángulo en el que:
a = anho del retángulo en entímetros.
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Entones:
3a+ 5 = longitud del retángulo en entímetros
a(3a+ 5) = 138
Se reesribe esta euaión:
3a2 + 5a− 138 = 0
De la fórmula uadrátia, a = − 233 o a = 6. Debido a que el anho del retángulo, no puede
ser de signo negativo, se desarta esta soluión en la euaión, de tal forma que las dimen-
siones son: largo 23 entímetros y anho 6 entímetros.
Ya que el anho de un retángulo debe ser positivo, se desarta a = − 233 . En onseuenia,
las dimensiones del retángulo son 6 m y 23 m.
Ejemplo 3.16
Pedro es un omeriante de bebidas alohólias y ha invertido US$800 en un lote de botellas
de hampaña. Si el osto de ada botella hubiera sido US$4 mayor, Pedro hubiera adquirido
un lote 10 unidades menor por el mismo dinero. ¾De qué antidad es el lote de botellas de
hampaña?
(osto por botella) (número de botellas) = 800
Para la ompra real se dene:




= osto por botella
Al preio más alto:
x− 10 = número de botellas ompradas
800
x
+ 4 = osto por botella





(x− 10) = 800
Con el ual se despeja x omo sigue:
(800 + 4x) (x− 10) = 800x
4x2 − 40x− 8000 = 0







x = 50 o x = −40
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Como el tamaño del lote no puede ser negativo, se desarta la soluión x = −40, de tal
forma que el tamaño del lote es de 50 botellas.
Ejemplo 3.17
Un ohete a esala es lanzado haia arriba. Después de t segundos, la expresión que permite
alular la altura (medida en pies) en funión del tiempo, a la ual se enuentra el ohete
es: h= −16t2+120t ¾Cuánto tiempo después de su lanzamiento estará el ohete a 180 pies
de altura?
Soluión: usando h= −16t2+120t:
180 = −16t2+120t
−16t2 − 120t+180 = 0
−4t2 − 30t+45 = 0















De tal forma que hay dos instantes de tiempo en los que el ohete está a una altura de 180











Valores de tiempo que orresponden a el reorrido de asenso del ohete en el primer aso y
al reorrido de desenso en el segundo aso.
(6) Ejeriios de trabajo en lase
37. Al ser sumados dos números se obtiene 22, y al ser sumados los uadrados de los
números se obtiene 274. ¾Cuáles son los números?
38. La medida de la base de un triángulo es 3 entímetros mayor que la medida de su
altura. Al alular el área del triángulo se obtiene omo resultado 119 entímetros
uadrados. Determine las medidas de la base y de la altura.
39. Al realizar un reorrido eoturístio de 35 kilómetros de distania José hae el reorrido
medio kilómetro por hora más rápido que Pablo. Si José gasta una hora y uarenta mi-
nutos menos que Pablo, determine los tiempos que emplean José y Pablo en ompletar
el trayeto.
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40. Para un proyeto esolar, la profesora Clara ha reado una huerta, el terreno donde se
ejeuta el proyeto tiene un perímetro de 76 metros y un área de 360 metros uadrados.
¾Cuáles son las medidas del terreno?
41. Un ampo de béisbol fue trazado sobre un terreno que mide 90 pies por ada lado.
¾Cuál es la distania que existe entre la primera base y la terera base en este terreno?
42. Si un lote de terreno tiene una diagonal que mide 100 pies ¾uál es el área del ampo?
3.4. Otros tipos de euaiones
Estas euaiones ontienen euaiones on radiales, euaiones polinómias y euaiones
raionales.
Las euaiones anteriormente desarrolladas eran trasformadas para poder ser fatorizables;
en el aso de las euaiones on raíes se deben efetuar otros algoritmos matemátios.
Ejemplo 3.18
Resuelva la siguiente euaión: x− 4√x+ 3 + 6 = 0
Para desarrollar esta euaión se parte de lo siguiente:
x+ 6 = 4
√









Elevar los dos lados de la euaión al uadrado.
16 (x+ 3) = 16x+ 48
x2 +12x+36 = 16x+48
Se resuelve el uadrado al lado izquierdo y se
aplian las propiedades de las potenias al lado
dereho.
x2 − 4x− 12 = 0 Se organiza la euaión uadrátia obtenida
x1 = 6 y x2 = −2 Se obtienen las soluiones para la euaión ua-
drátia.
Para determinar el onjunto soluión, se deben evaluar los valores de 6 y -2, en la euaión
original,
x = 6, 6− 4√6 + 3 + 6 = 0, 6− 12 + 6 = 0
Esto india que x = 6 si es soluión para la euaión, de forma similar si se evalúa para x =
−2, también satisfae las ondiiones. Por tanto, el onjunto de soluiones es S = {−2, 6}.
Para soluionar euaiones donde el grado del polinomio sea mayor que dos, se requiere
fatorizar los polinomios, esto se puede evideniar en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.19
Resuelva la euaión x3 + 6x2 + 11x+ 6 = 0
Para resolver la euaión se fatoriza el polinomio, y se obtiene lo siguiente:
x3 + 6x2 + 11x+ 6 = 0
(x+ 2) (x+ 3) (x+ 1) = 0
La expresión se hae ero si algún fator se vuelve ero, ada uno de los fatores se iguala a
ero, y se obtiene omo soluiones x = −2, x = −3 y x = −1, de allí que el onjunto soluión
sea:







Para resolver euaiones on fraiones raionales, se realiza primero una inspeión de
aquellos números reales que anulan ada uno de los denominadores, en este aso x = 0 y x =
2, estos valores posteriormente se deben tener en uenta para desartarlos del onjunto
soluión de la euaión.






Al lado izquierdo se anela el fator x y en el lado dereho se anela el fator x− 2, esto
da una trasformaión a una euaión lineal x− 2 = 3x, es deir,−2x− 2 = 0, uya soluión
es x = −1, obtenemos S = {−1}.
Ejeriios del apítulo: trabajo independiente
Ejeriios de la seión 3.1
1-7 Resuelva las siguientes euaiones:
1. −2x+ 5 = 0
2. x (x+ 1)− x2 = −3x− 8
3.
2
3x− 5 = 14x+ 2
4. (3x− 4)2 = (9x− 2) (x− 3)












2 − x (3x+ 7) = x2 − 6x+ 13
8-10 Plantee y resuelva los siguientes problemas:
8. Un estudiante de un urso de matemátias tiene notas de 72 y 65 en dos pariales;
en talleres tiene promedio 90 y la ponderaión de los talleres es de un 20%, y los tres
pariales el 80% restante. ¾Qué nota debe en el terer orte del examen para aprobar
la asignatura?
9. A las diez de la mañana una persona iniia una aminata on una veloidad onstante
de 8.5 km/h, al abo de 12 minutos sale del mismo lugar un segundo atleta y orre
a una veloidad ontante de 13km/h por la misma ruta del primero. ¾A qué hora
alanzará el segundo atleta al primero?
10. Dos personas que se enuentran a 400 m de distania empiezan a aminar uno en
direión del otro y en línea reta. Si la primera amina a una veloidad de 1.5 m/s y
la segunda amina a una veloidad de 2 m/s. ¾Después de uánto tiempo se enuentran?
¾Cuánta distania ha aminado la segunda persona?
Ejeriios de la seión 3.2
11-16 Resuelva las siguientes euaiones utilizando los métodos vistos en el apítulo para
resolver euaiones uadrátias.
11. 35x2 − 69x+ 28 = 0
12. 3x (x+ 2)− 5(x+ 1)2 = x− 2
13. 2h2 − 5h− 2
14. (x− 3)2 − 24 = x(x(x − 1)
15. (z + 2)3 − 5(z − 1)2 = z3 + 13z + 10
16. x2 − 3x+ 1 = 0
17-21 Construya una euaión uadrátia uyas raíes sean:
17. x1 =
m
n , x2 =
n
m (m,n 6= 0)
18. x1 = a
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20. x1 =
√
3− 1 , x2 = 3 +
√
3
21. x1 = 2a− a
√
3 , x2 = 2a− a
√
3
22-25 Plantee y resuelva los siguientes problemas:
22. Un proveedor desea onstruir una aja sin tapa para trasportar su meranía, donde
el largo de la base de la lámina que se use sea el doble del anho. Si en ada esquina se
ortan uadrados de 3 m de lado, ¾qué tamaño de lámina debe omprar para tener
un volumen de 60 cm3 de volumen?
23. Un terreno retangular, uyas dimensiones son de 26 × 38 metros es erado por un
muro de anho uniforme. Se sabe que el área del muro es 250 m2, ¾uál es la altura
del muro?
24. Un objeto es lanzado haia arriba on veloidad de 60 m/s. La altura en metros
denotada s, después de t segundos, se reeja en la expresión s = −4,9 + 60t. ¾Cuándo
estará el objeto a 100 metros sobre la superie? ¾Cuándo toará la superie?
25. Dos supervisores salen de la oina a las oho de la mañana on sus radioteléfonos
orrespondientes. El primero se dirige haia el norte on una veloidad de 3 km/h y el
segundo se dirige al oeste on una veloidad de 4km/h. ¾Cuánto tiempo pueden haer
uso de los radioteléfonos, si el alane es de 2km?
Ejeriios seión 3.4
26-36 Resuelva e indique el onjunto soluión de las siguientes euaiones:
26. 1− x (2− x) = (x− 1)2
27. (2x+ 1) (3− x) = 3
28. x+
√
2− x2 = 0
29. 1− 2√2− x = 2x+ 1
30. −5 +√x2 + 1 = −x
31.
√






















x+ 3 = x+ 6
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36. 1 +
√
1− 5x = x
37-43 Resuelva e indique el onjunto soluión de las siguientes euaiones, donde debe realizar
























x+3 = x− 3
42. 8x2 + 6x− 5
√
8x2 + 6x+ 9 + 3 = 0
43. 5
(
x2 − 3x+ 4)2 + 30x (x2 − 3x+ 4)-100=0












Desarrolle los siguientes ejeriios usando el programa www.symbolab.om y
www.wolframalpha.om donde podrá evideniar los proesos desarrollados analítia-
mente.
45-48 Enuentre para qué valor de h las siguientes euaiones tienen dos raíes reales
diferentes.
45. x2 − 8x− 5h = 0
46. 2x2 − 3x+ 3− 2h = 0
47. (3h+ 1)x2 + x− 4 = 0
48. (h+ 3)x2 − 2hx+ h+ 6 = 0
49-51 Resuelva las siguientes euaiones, teniendo en uenta que a, b, c son números
dados.


















52-55 Enuentre para qué valor de t las siguientes euaiones tienen dos raíes reales
diferentes on signos iguales.
52. x2 + (t− 5)x+ (t2 + t+ 14) = 0
53. x2 + 2tx+ 4t− 3
54. x2 − tx+ 3t− 5 = 0
55. (t+ 2)x2 + 6tx+ 4t− 1 = 0
Proyetos apliados a las ienias básias
Las euaiones han sido apliadas para resolver problemas a lo largo de la historia. A on-
tinuaión presentamos algunas ideas de proyetos que pueden omplementar lo visto en el
apítulo.
• Euaiones a lo largo de las edades: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/
dp2.html
• En busa de patrones: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/fops10.html
• Trabajar haia atrás: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/fops8.html
• Trabajando al revés: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/fops13.html
La informaión referente a los proyetos formulados anteriormente se enuentra en el si-
guiente enlae: http://www.stewartmath.om/media/8_inside_disovery.php#
Soluión de los ejeriios de trabajo en lase
5. P = Irt




9. m = Fd
2
gM
13. (y − 1)(y − 16)
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15. (4t− 5)(2t− 3)
17. (x+ 1) (x− 1) (2x+ 1) (x2 + 1)
19. v = −5 +√5; v = −5−√5
v ≈ −2,7639; v = −7,236067
21. y = 5
√
5; y = −5√5
y ≈ 7,071067; y = −7,071067
23. s = 3+
√
5




s ≈ 4,118033; s = 1,881966
25. x = a+ b; x = a− b
27. x = −c+ d;x = −c− d
29. k = − 32 ; k = − 32
31. b = 72 ; b = − 52








Soluión de los ejeriios de trabajo independiente
1. x = 52
3. x = −2
5. x = 1923
7. x = 411
11. x = 75 ;
4
7
13. h = 5+
√
41
4 ; h =
5−√41
4
15. z = −9+
√
109
2 ; z =
−9−√109
2
17. mnx2 − (m2 + n2)x+mn = 0
19. t2 − kt+ 1
21. x2 − 4ax− a2 = 0
27. x = 0;x = 52
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29. x = −2
31. x = −4
33. k = −1; k = −2 + 2√3; k = −2− 2√3 k ≈ −1; k ≈ 1,4641 ; k ≈ −5,46410
35. x = −2;x = 6




39. vx = 1
41. x 6= −3
















No te preoupes por tus problemas on las matemátias, los míos
son todavía mayores.
Albert Einstein
El ser humano busa ontinuamente las ausas de los fenómenos naturales y los fatores
que pueden variar en ellas, un ejemplo son los ambios limátios. Huraanes, terremotos,
inundaiones, sequías extremas on intensidades y freuenias ada día más devastadoras.
Es posible tomar dos variables: una donde se haga referenia a los ambios limátios y la
otra que se reera a las intensidades y freuenias. En este aso las variables son ualitativas.
Este ejemplo se puede evideniar en un diagrama de onjuntos o diagramas de Venn, donde
se relaionan los elementos de la izquierda on los de la dereha.
Figura 4.1. Diagrama de relaión de una funión.
Esta relaión reibe el nombre de funión si, para ada variable independiente existe un solo
valor para la variable dependiente. Así se observa ómo ambia la variable independiente on
respeto a la variable dependiente, omo el ejemplo del ambio limátio y sus onseuenias.
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Las variables que se presentan en el desarrollo del apítulo son uantitativas, por lo ual, se
utilizan los números reales para uantiarlas entre ellas. El vínulo estará ligado por una
euaión algebraia, que establee la relaión de una variable on respeto a la otra.
Sea B el onjunto formado por los valores de la variable independiente (que también reibe
el nombre de dominio) y C el onjunto formado por los valores de la variable dependiente
(llamado odominio), donde exista una relaión entre B y C es posible armar que es una
funión, si f asigna a ada elemento x∈B un únio elemento y∈C llamado f(x) o imagen
de x bajo f.
Ejemplo 4.1
Para la funión f : R→R denida por f (x) =x2. Determinar la imagen de 4 y todas las
preimágenes de 81.
Soluión:
Primero se debe tener en uenta que la relaión f (x)=x2 es uno a uno, por lo ual todo
número real se relaiona on un únio número real. La imagen de 4 se alula sustituyendo
el valor de x = 4 en la funión, f(4) = 16. Las preimágenes de 16 son todos los valores de x
tal que f (x) = 16. Estos son los números reales uyo uadrado orresponde a 16.
Al resolver la euaión:
x2= 81
Esta soluión en R son x= 9 y x= −9, por lo ual las preimágenes de 81 son 9 y -9.
El dominio de una funión puede determinarse analítiamente teniendo en uenta que al
onjunto de los reales se le debe restar aquellos x que generen las siguientes situaiones para
las imágenes de la funión:
• Divisores ero
• Cantidades subradiales negativas para raíes de índie par
Las funiones polinómias tienen omo dominio el onjunto de los números reales. En el aso
de las funiones raionales se debe proeder omo en el siguiente ejemplo:
Ejemplo 4.2
Sea f (x) = 3xx+4 determine su dominio.
Soluión:
Se iguala el denominador a ero y se resuelve la euaión obtenida. El ejemplo x+4 = 0 tiene
omo soluión x = −4. Esto quiere deir que f(−4) no está denido ya que la sustituión
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de x por −4 da omo resultado f (−4) = − 120 . Según lo anterior el dominio orresponde al
onjunto de los números reales menos el valor −4.
La anterior onlusión se esribe de la siguiente forma: R−{−4}.
Ejemplo 4.3
Sea f (x) = 5x+3x2−5x+6 determine su dominio.
Soluión:
De forma similar al ejemplo anterior se iguala el denominador a ero y se resuelve la euaión
resultante para obtener: x2 − 5x+ 6 = 0 uyas soluiones son x = 3, x = 2.
De tal forma que el dominio de la funión es entones: R−{3, 2}
Ejemplo 4.4
Sea f (x) =
√
x+9
x−4 . Determine el dominio de f.
Soluión:
Para esta funión se ombinan dos de las situaiones presentadas anteriormente ya que es
neesario que x+9≥0, para que dé una soluión real debido al índie par en la raíz. También
se neesita que el denominador x−4 6=0. Por lo ual x≥−9 y x6=4; por tanto, el dominio de
la funión orresponde al onjunto (R−{3, 2}) ∪ x ≥ −9, expresión equivalente a R−{3, 2}
Ejemplo 4.5
El perímetro de un retángulo es 100 metros. Si se dene b omo la base y h omo la altura
determine una funión para la base en funión de la altura y enuentre su dominio.
Soluión:
El perímetro del retángulo es 100 m, entones 2b+2h= 100; luego, b=100−2h2 , simpliando
se obtiene b= 20−h. De tal forma que la base en funión de la altura es: b (h)= 20−h.
Dado que la altura debe ser mayor que ero, es deir, h≥0, por ser una longitud, no podría
tomar valores negativos. El dominio de la funión es [0;20].
4.1. Representaión gráa de funiones
Una funión f(x) se representa mediante el onjunto de puntos en el plano artesiano de la
forma (x, f(x)), donde x pertenee al dominio de la funión y f(x) es su imagen bajo f y
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por tanto pertenee al odominio. A ontinuaión se presentan diferentes guras; solo una
orresponde a la funión real de variable real.
Figura 4.2. Graas: a) Es funión b) No es funión ) No es funión.
4.2. Funión identidad, parte entera y valor absoluto
Tabla 4.1. Funiones identidad, parte entera y valor absoluto
Funión identidad. f(x) = x es una funión en donde la
imagen y preimagen son iguales. Su dominio es R, y su
rango (−∞,∞), su representaión es una reta que pasa
por el punto (0, 0) del plano formando un ángulo de 45◦
on el eje x.
Funión parte entera. f(x) = [x]
Esta funión asigna a x, el mayor entero que es menor
o igual a x, el dominio son los R, pero su rango son los
Z. La gura tiene forma de esalera, su araterístia
es relaionar a todo número no entero on el entero
inmediato a la izquierda en la reta numéria; si es
un número entero se le asigna el mismo número.
f(x) = [x]
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Funión valor absoluto. F (x) = |x| orresponde a una fun-
ión real, su imagen es el valor absoluto de la preimagen.
Su dominio es el onjunto de los números reales R, y su
rango [0,∞+) .
f(x) = |x|
4.3. Operaiones on funiones
Con las funiones es posible sumar, restar, multipliar, dividir y hallar funiones ompuestas
apliando propiedades de expresiones algebraias.
Ejemplo 4.6
Sea f (x) = xx2−9 y g (x) =
x+3
x , uyos dominios R−{−3, 3} y R−{0}; determinar el dominio
y el riterio para las funiones f + g, f − g y f.g.
Soluión.
El dominio orrespondiente para las funiones: f + g, f − g y f.g. es la interseión de los
dominios Df y Dg. Obtenemos R−{−3, 0, 3}.
f + g es f + g (x) = f (x) + g (x)
x




x2 + x3 + 3x2 − 9x− 27
x(x2 − 9)
=
x3 + 4x2 − 9x− 27
x(x2 − 9)
=
x3 + 4x2 − 9x− 27
x(x − 3)(x+ 3)
f − g es f − g(x) = f(x)− g(x)
x




x2 − x3 − 3x2 + 9x+ 27
x(x2 − 9)
=
−x3 − 2x2 + 9x+ 27
x(x2 − 9)
=
−x3 − 2x2 + 9x+ 27
x(x − 3)(x+ 3)
f.g es f.g(x) = f(x).g(x)
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x





x(x2 − 9) =
x(x + 3)
x(x− 3)(x+ 3) =
1
x− 3
El dominio para esta funión es R−{3}
Para el aso de la división el dominio sale de la división de los dominios de ada funión
eliminando los valores que anulan el divisor.
Ejemplo 4.7
Sean f (x) = 3x2 − 2x+ 1 y g (x) = √x+ 2 funiones reales, de variable real. Calule f ◦ g
y g ◦ f . Determine si son iguales.
Soluión:
La imagen de x bajo g es
√
x+ 2, entones se sustituye la variable x en la funión f por la
expresión
√
x+ 2 y se simplia. El resultado es:
(f ◦ g) (x) = 3(√x+ 2)2 − 2√x+ 2 + 1
(f ◦ g) (x) = 3 (x+ 2)− 2√x+ 2 + 1
(f ◦ g) (x) = 3x+ 7−√x+ 2
Para alular (g ◦ f) (x) se tiene que la imagen de x bajo f es f (x) = 3x2−2x+1, entones
se sustituye la variable x en la funión g por la expresión 3x2 − 2x+ 1 y se obtiene:
(g ◦ f) (x) =
√(
3x2 − 2x+ 1)+ 2
(g ◦ f) (x) =
√
3x2 − 2x+ 3
De lo anterior es posible armar que: (f ◦ g) (x) 6= (g ◦ f) (x)
4.4. Funión lineal
Esta funión es de gran utilidad en los métodos estadístios. Se le denomina la reta del
mejor ajuste, que ayuda a estudiar los omportamientos de las variables en problemas espe-
íos.
Una funión y = f(x) es lineal, si el inremento o la disminuión en la variable dependiente
es diretamente proporional a la diferenia en la variable independiente. En este aso se
puede armar que las variables se relaionan linealmente.
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Para y = f (x); y1 = f(x1) entones y − y1 = m(x − x1), donde m es la onstante de
proporionalidad. Se puede reesribir omo y = mx+ y1 −mx1, si b = y1 −mx1, y obtener
f(x) = mx+ b que orresponde a la forma omo se expresa omúnmente la funión lineal.
Ejemplo 4.8
La tabla india los puntos de ebulliión de algunas sustanias en las esalas de temperatura
Fahrenheit F y Celsius C.






Veriar que las variables F y C están relaionadas linealmente y que F se expresa en
funión de C.
Soluión
Para veriar que las dos variables están relaionadas se toman dos valores respetivamente,
F1 = 212 y F2 = −297,4 y C1 = 100 y C2 = −183. Se aplia:
F1 − F2 = m (C1 − C2)⇒ 212− (−297,4) = m (100− (−183))⇒ m = 509,4
283
= 1,8
y b = F1 − mC1 = 212 − 1,8 × 100 = 32, por tanto se obtiene F (C) = 1,8C + 32: es la
funión que expresa a F en funión de C.
m = 1,8 india que un inremento en un grado en la esala Celsius equivale a aumentar 1,8
grados en la esala Fahrenheit. Podemos deir que el valor de m determina una razón de
reimiento o dereimiento entre variables y b es la interseion on el eje y.
Ejemplo 4.9
Si F y C representan las esalas de temperatura Fahrenheit y Celsius, exprese C en funión
de F .
Soluión
Para expresarC en funión de F se busa la funión inversa de F (C) = 1,8C+32, enontrada
en el ejemplo anterior. Esto se logra despejando C, de donde se obtiene:
F = 1,8C + 32
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4.5. Representaión de la funión lineal
Cuando se representa la funión lineal es importante tener en uenta lo siguiente:
Si x1 < x2 teniendo presente las propiedades de las desigualdades se tiene que mx1 + b <
mx2 + b si m > 0, esto india que la funión lineal es reiente.
Si mx1 + b > mx2 + b si m < 0 la funión lineal es dereiente.
Y por último uando la pendiente m = 0, se puede onluir que la funión es onstante, esto
se puede evideniar en la gura 4.3 que representa la pendiente.
Figura 4.3. Funiones lineales dereiente, reiente y onstante
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4.5.1. Euaión de la reta
Ejemplo 4.10
Dadas las euaiones:
4x− 6y = 2
x = 12 +
3
2y
Veriar si representan la misma reta.
Soluión:
Se puede notar que las euaiones son equivalentes al transformar una de ellas en la otra.
Al iniiar on la euaión 4x− 6y = 2 y despejar x resulta:











La última expresión es igual a la segunda euaión on lo ual se ha demostrado su equiva-
lenia.
Ejemplo 4.11
a. Si una reta tiene pendiente 4 y su punto de interseión sobre el eje y es (0,−5) ¾Cuál
será su euaión?
Como m = 4 y b = −5, de la forma de punto-interseión de la euaión se obtiene lo
siguiente: y = 4x− 5.
b. Sea la euaión de la reta −6y + 10x = 8 determine el punto de interseión on el eje
y y el valor de la pendiente de la reta.
Se esribe la euaión de la forma y = mx+ b, es deir, se despeja y
−6y + 10x = 8











De tal forma que la pendiente de la reta es m = 53 y la interseión on el eje y es b = − 43 .
Al relaionar una euaión de la forma ax + by = c on un onjunto de puntos, los uales
satisfaen la euaión es posible armar que si a, b y c son números reales, tales que a y b no
son ero a la vez, entones el onjunto {(x, y) : ax+ by = c} tiene omo gráa una reta.
A la euaión ax+ by = c se le llama euaión de la reta.
Ejemplo 4.12
Determine la interseión de las retas:
10x− 2y = 2
−4x+ y = 5
Soluión:
La interseión es una pareja ordenada que orresponde a un punto del plano donde las retas
se ortan. Para busar el punto de orte de las retas se multiplia la segunda euaión por
2 y se suma on la primera para obtener:
10x− 2y − 8x+ 2y = 2 + 10
2x = 12
x = 6
Este resultado de x será sustituido en la primera euaión y da omo resultado:
60− 2y = 2






De donde es posible onluir que el punto de interseión es (6,29).
Ejemplo 4.13
Determine el punto donde se ortan las retas on euaiones 4x+ 6y = 5 y − 2x− 3y = 1
Soluión:
Al despejar la variable y de la euaión 4x+ 6y = 5, se puede evideniar y = −23 x+
5
6 , y al
realizar el mismo proedimiento para la euaión −2x−3y = 1 obtenemos: y = −23 x− 13 . Por
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tanto se puede observar que las dos retas tienen la misma pendiente y diferente interseión.
Se onluye que las retas son paralelas.
Ejemplo 4.14
¾Son perpendiulares las retas
5
4x+ y = −10 y y = 45x+ 8?
Soluión:
Para resolver este problema se debe determinar la pendiente de ambas retas y alular el
produto m1.m2. Para la primera euaión se reesribe y = − 54x − 10, donde m1 = − 54 y
para la segunda reta la m2 =
4
5 , alulamos m1.m2 = − 54 . 44 = −1, esto nos lleva a deduir
que las dos retas son perpendiulares.
Figura 4.4. Retas perpendiulares
(1) Ejeriios de trabajo en lase
Enuentre la pendiente de la reta que pasa por P y Q
1. P (2, 2) , Q(−10, 0)
2. P (−1,−4) , Q(6, 0)
3. P (1, 2) , Q(3, 3)
Para los puntos 4, 5 y 6 determine una euaión de la reta que umpla las ondiiones
indiadas:
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4. Pasa por (−1,−2) y (4, 3)
5. Pendiente 3; interseión en y es -2
6. Interseión en x es − 8; interseión en y es 6
4.5.2. Modelado de la funión lineal
Ejemplo 4.15
Un deportista que hae habitualmente una hora de ejeriio quema 210 alorías usando una
máquina aminadora on una veloidad de 20 kilómetros por hora, si va a 60 kilómetros por
hora, este deportista quema 370 alorías. Las alorías quemadas por hora son representadas
por la letra C y la veloidad es representada on V .
Determine.
a) La funión C (v) que desriba la situaión
b) Si la veloidad del deportista es de 8 kilómetros por hora ¾Cuál será la antidad de
alorias quemadas?
Soluión:
Para enontrar la funión lineal C(v) que se ajusta a los datos debemos enontrar la pendien-










El valor 40 representa la razón de reimiento.
Como ya obtuvimos la pendiente entones vamos a utilizar la euaión. Punto pendiente.
y − y1 = m(x− x1). Apliando esta euaión obtenemos:
(Reordemos que para utilizar la euaión neesitamos por lo menos un punto y el valor de
la pendiente).
y − 210 = 40(x− 20)
y − 210 = 40x− 80
y = 40x− 80 + 210
y = 40x+ 130
4.6. FUNCIÓN CUADRÁTICA 119
4.6. Funión uadrátia
Esta funión es muy generosa ya que nos failita modelar situaiones problema en la geo-
metría, reimiento y dereimientos, lanzamiento de objetos y problemas que requieran
maximizar o minimizar gastos entre otros.
Se dene formalmente de la siguiente manera:
Sea f :R −→ R una funión, f es una funión uadrátia si existen onstantes a, b y c ∈
R con a 6= 0 y f (x) = ax2 + bx+ c.
La gráa de la funión uadrátia se llama parábola, f (x) = x2, que posee vértie y un eje
simétrio; también puede ser ónava o onvexa.
Figura 4.5. Eje de simetría y vértie en una parábola
Ejemplo 4.16
Exprese la funión f (x) = 2x2 + 4x− 16 en forma normal y trae su gráa.
Para expresar la funión en forma normal se debe fatorizar y ompletar uadrados.
f (x) = 3x2 − 12x+ 15
f (x) = 3
(
x2 − 4x)+ 15
f (x) = 3
(
x2 − 4x+ 4)+ 15− (3) .(4)f (x) = 3(x− 2)2 + 3
La forma normal es: f (x) = 3(x− 2)2 + 3
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Para trazar la gráa se desplazan 2 unidades a la dereha, se alarga en 3 y se desplazan 3







. Al haer el
reemplazo se obtiene V (2, 3) y la parábola abre haia arriba y su punto de interseión on
el eje y es f(0) = 15.
Figura 4.6. Vértie de la parábola 3(x− 2)2 + 3
4.7. Máximos y mínimos de una funión uadrátia
La funión uadrátia tiene vértie (h, k) y tiene un valor mínimo si la gráa abre haia
arriba, por el ontrario, la funión tiene un valor máximo ubiado en el vértie si su gráa
abre haia abajo.
Sea f una funión uadrátia de la forma f(x) = a(x − h)2 + k el valor máximo o el valor
mínimo de la funión se enuentra ubiado en x = h.
Si el oeiente del término uadrátio es mayor que ero, es deir a > 0, entones el
valor mínimo de la funión uadrátia será f (h) = k; por otra parte, si el oeiente del
término uadrátio es menor que ero, es deir a < 0, entones el valor máximo de la funión
uadrátia será f (h) = k.
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Figura 4.7. Valores máximos y mínimos de una parábola
Ejemplo 4.17
Dada la funión uadrátia f(x) = 6x2 + 12x− 5
a) Esriba la funión en forma normal
b) Determine las oordenadas del vértie y los puntos de interseión on los ejes x y y
) Elabore la gráa
d) Identique el valor mínimo o máximo de f
a) Para expresar la funión en forma normal se debe fatorizar y ompletar uadrados.











La forma normal es f (x) = 6(x+ 1)2 − 11
b) El vértie es (−1,−11) y la parábola abre haia arriba, el punto de interseión on el eje
y es f (0) = −5, es deir (0, 5), y los puntos que se intersean en x, se obtienen al haer
f (x) = 0. Se debe resolver la expresión utilizando la fórmula de la euaión uadrátia.
En este aso, on a= 6, b= 12, c= −5, el disriminante es positivo b2−4ac= 264 y la



























) Como el oeiente prinipal es positivo, f tiene un valor mínimo, que es:
f(−1) = −11
Ejemplo 4.18
Dada la funión uadrátia f (x) = −2x2+6x+1
a) Esriba la funión en forma normal.
b) Determine las oordenadas del vértie y los puntos de interseión on los ejes x y y.
) Elabore su gráa.
d) Identique el valor mínimo o máximo de f.
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a) Para poder expresar la funión en forma normal se debe fatorizar y ompletar uadrados.
f (x) = −2x2+6x+1
= −2
(














La forma normal es: f (x) = −2(x− 32)2 + 112
Figura 4.8. Punto máximo de la parábola f (x) = −2(x− 32)2 + 112







; la parábola abre haia abajo y el punto de interseión on el eje
y es f(0) = 1, es deir (0, 1). Los puntos de interseión on el eje x se obtienen al
estableer f(x) = 0. Para determinar los valores de x que satisfaen esta euaión se
utiliza la fórmula de la euaión uadrátia.
En este aso, a= −2, b= 6, c= 1, el disriminante es positivo b2−4ac= 44 y la euaión



































(2) Ejeriios en lase
Realie el siguiente proedimiento: esriba la funión en forma normal, determine las oorde-
nadas del vértie y los puntos de interseión on los ejes x y y, elabore la gráa e identique
el valor mínimo o máximo de f.
1. k (x) = 3x2 − 12x+ 13
2. g (x) = 2x2 + 8x+ 11
3. j(x) = 1− x− x2
4. f (x) = 5x2 + 12x− 3
Enuentre el dominio y el rango en las siguientes funiones:
5. f (x) = −8x+ 5x+ 12
6. h (x) = 14− 10x+ 2x2
7. k (x) = −9x2 + 5x+ 2
Determine la funión uadrátia uya gráa tiene vértie en (1,22) y para la que el punto
(4,16) pertenee a la gráa.
4.7.1. Modelado de la funión uadrátia
Ejemplo 4.19
Gloria es propietaria de una fábria de pantalones para dama, el osto C(n), que se genera
por la elaboraión de los pantalones se puede alular mediante la expresion:
C (n) = n (50− 0,2n)
En esta expresión, el fator (50− 0,2n) representa el preio por pantalón expresado en
dólares.
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a) Calule el osto generado al fabriar 30 pantalones
b) ¾Qué antidad de pantalones deben elaborarse para que se genere un osto de U$960?
Soluión:
a) Para determinar el osto generado por 30 pantalones evaluamos la funión para n = 30
C (n) = n (50− 0,2n)
C (30) = 30 (50− 0,2(30))
C (30) = 30 [50− 6]
C (30) = 30(44)
C (30) = 1320
En este aso el osto es de $1320 dólares.
b) Se quiere determinar el número pantalones que se deben fabriar para generar ostos por
U$960 dólares, para lo ual se hae C (n) = 960 y despejar n.
C (n) = n (50− 0,2n)
960 = n (50− 0,2n)
960 = 50n− 0,2n2
0,2n2 − 50n+ 960 = 0
Para desarrollar esta euaión se usa la fórmula uadrátia.































Se debe tener en uenta que las dos soluiones son válidas, ya que son positivas y en
onseuenia se genera un osto de U$960, uando se fabrian 240 pantalones para dama
o 10 pantalones para dama.
Ejemplo 4.20
Se quiere onstruir una aja on base uadrada sin tapa a partir de una lámina uadrada
de aero, ortando en ada esquina uadrados de 2 m de lado, y doblando para formar la
aja. ¾Qué dimensiones debe tener la lámina para que la aja tenga un volumen de 32 m
3
?
Figura 4.9. Representaión de una aja de base uadrada sin tapa
Soluión
Según la gura 32, si x representa la longitud del lado de la lámina, x − 8 será la longitud
de ada lado de la base. El volumen de la aja se alula on la euaión 2(x− 8)2 = 32,
Al igualar a ero la euaión uadrátia se obtiene 2x2 − 32x + 96 = 0. En este aso,
a= 2, b= −32, c= 96, el disriminante es positivo b2−4ac= 256 y la euaión dada tiene







Los resultados de los tiempos son x1 =
32+16
4 = 12 y x2 =
32−16
4 = 4
x no puede ser 4 ya que se deben ortar uadrados en ada esquina de lado 4. Por lo anterior,
las dimensiones que debe tener la lámina de aero son 12× 12 m2.
Ejemplo 4.21
Un atleta en una ompetenia de tiro on aro realiza el disparo de una eha haia arriba,
desde una altura de 1 metro sobre el piso. La altura (h) representada en metros, en funión
del tiempo t expresado en segundos, está dada por la siguiente euaión:
h = −2t2 + 160t+ 100
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Halle el tiempo trasurrido de la eha uando alane una altura de 1100 metros
Soluión:
Para resolver se halla el valor de t, para una h = 1100. Esto se realiza sustituyendo h por
1100 en la euaión uadrátia iniial.
1100 = 2t2 + 160t+ 100
Al igualar a ero la euaión uadrátia 2t2−160t−1000 = 0, on a= −2, b= −160, c= −1000,











Los resultados de los tiempos son t1 = 40 + 10
√
21 ≈ 85,8 y t2 = 40 − 10
√
21 ≈ −5,8. Por
tanto, la soluión del problema es t1 = 85,8 segundos; es el tiempo que dura el proyetil
uando sube para estar a 1100 metros de altura. Ya que t2 no es posible asumirlo porque el
tiempo nuna es negativo.
4.8. Funión exponenial base a
La funión exponenial tiene la forma f (x) = ax, en esta expresión se onsidera a 6= 1 y
a > 0. Como en las expresiones algebraias a se denomina base y x se denomina exponente.
El dominio de la funión exponenial es el onjunto de los números reales.
Para analizar la forma de la gráa en la funión exponenial, se toma a = 2 (a > 0) y el
luego se toma a = 12 (0 < a < 1). A ontinuaión se representan las funiones en la gura
4.10.





y f(x) = ax
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Figura 4.10. Representaión de la funión exponenial
Figura 4.11. Representaión de propiedades de la funión exponenial
Propiedades de las funiones exponeniales.
1. a0 = 1, para a > 0
2. f (x) = ax > 0 para todo x ∈ R y a > 0
3. La gráa de f (x) = ax > 0 para ualquier a > 0 es ontinua.




> ax2 si a < 1
< ax2 si 0 < a < 1
5. Para a > 1 la funión f (x) = ax es reiente y para 0 < a < 1 la funión es dereiente.
Ejemplo 4.22
Ordene en forma asendente los siguientes números
a) 2−2, 2
1
3 , 20,4, 2
√
2
la funión y = 2x, para x ∈ R, ree por tanto 2−2, 20,4, 2 13 , 2
√
2
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b) 4
1

































Simplique las siguientes expresiones:
a. 3x,3x+5 = 32x+5
b. 2x + (1/2)
−x























(1 + 3x) . (3x + 1)
(2x,3x)
=
3x + 9x + 1
6x
Ejemplo 4.24
Hallar el onjunto de todos los números reales x tales que 27x−1 = 9x+2
27x−1 = 9x+2
⇒ (33)x−1 = (32)x+2
⇒ 33x−3 = 32x+4
⇒ 3x− 3 = 2x+ 4
⇒ x = 7
El onjunto soluión tiene omo únio elemento a 7, es deir, el onjunto soluión es {7}.
4.9. Funión exponenial base e




. Si se dan valores
a n, ada vez más grandes se obtiene:
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n 1 100 1000 100000 1000000 10000000(
1 + 1n
)n
2 2.7048 2.7169 2.71826 2.71828 2.71828
Podemos evideniar de la tabla anterior que a medida que los valores de n son más grandes
se van aerando a 3, pero nuna serán mayores a este valor, lo ual se aproxima a un número
irraional que onoemos omo e = 2,71828182 . . . La funión exponenial es más onoida
omo f (x) = ex.
Figura 4.12. Funión Exponenial ex
Ejemplo 4.25
Fatorizar sobre los números reales:
a.






= 3 (ex + 5ey) (ex − 5ey)
b.
e2x − ex − 6 = (ex)2 − ex − 6
= (ex − 3) (ex + 2)
Ejemplo 4.26
Efetuar las operaiones indiadas





























= ex (ex − 1)
(3) Ejeriios de trabajo en lase





Elabore las gráas en un mismo sistema de ejes para las siguientes funiones y analie su
omportamiento:















Simplique las siguientes expresiones:
7. 105.107,10











Fatorie para los números reales:
12. 2x + 23x




15. 4e3a − 36e3a
132 4. FUNCIONES
4.10. Funión logaritmo (Base a)
Puesto que la funión f (x) = ax, a > 0, a 6= 1 es inyetiva, entones existe su inversa f−1(x),
esta funión reibe el nombre de funión logaritmo en base a y se denota f−1 (x) = logax.
El dominio de esta funión es (0,∞)
La funión y = logax con a = e, es deir, la funión inversa de k (x) = e
x
se llama funión
logaritmo natural y se denota por f(x) = ln(x), es deir, ln(x) = logex por tanto y = ln (x)
que equivale a x = ey.
Para las parejas de funiones y sus inversas son simétrias respeto a la reta y = x.
Figura 4.13. Funión logaritmo
Basados en la gura 4.13 se puede deduir lo siguiente:
a. loga 1 = 0 uando a 6= 1.
b. El dominio de la funión logarítmia en base a es (0,∞) y su rango son los números
reales.
. Si a > 1, f(x) = logax la funión logaritmo es reiente y si 0 < a < 1 la funión
logaritmo es dereiente.
d. Para la funión f (x) = logax , si a > 1 las imágenes de la funión tienden a +∞ para
valores muy grandes de x.
e. Para la funión f (x) = logax , si 0 < a < 1, los valores de las imágenes tienden a −∞
uando x tiende a ero. Es posible armar que la reta x = 0 es una asíntota vertial de
f (x) = logax .
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Ejemplo 4.27
1. Si x = 25 ⇒ log2x = log225 = 5
2. Si log3x = 4 ⇒ x = 34
3. Si log 1
2
x = −3 =⇒ x = ( 12)−3
4. Si x = 6−3 ⇒ log6x = log66−3 = −3
5. log77
3 = 3
6. 5log52 = 2
4.10.1. Propiedades










si x > 0 y y > 0
a. log3125 = log3 (5) (5) (5) = log35 +
log35 + log35
b. log210 + log28 + log220 = log21600
. Hallar el valor de x
log10x = log105 + log104 + log105
log10x = log105 + log104 + log105











si x > 0 y y > 0
a. log 155 = log15 − log5
b. log abcxyz = logabc − logxy
. loga + logb +logc −logx − logy
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3. ax = bxlogba
ax = exlna
a. Pasar 3x a base 5 entones 3x = 5xlog53














4.10.2. Euaiones on logaritmos
Ejemplo 4.28
Halle el valor de x para ada una de las siguientes euaiones:
1. 2x = 5x
ln2x = ln5x
xln2 = xln5














3. log (x− 15) + logx = 2. En primer lugar x > 0 y x− 15 > 0, es deir, x > 15
log (x− 15) + logx = 2
log (x− 15) x = 2
(x− 15)x = 102
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x2 − 15x− 100 = 0
(x− 20) (x+ 5) = 0
x = 20 ó x = −5
Como debe ser mayor de 15 el valor que satisfae la euaión es x = 20
4. log2x + log1/2x + log4x + log
√
2x = 15/2
Debemos pasar la expresión a base 2:
log1/2x = log2−1x = −log2x




log4x = log22x = 1/2log2x de esta forma:
log2x− log2x+ 1
2log2x
+ 2log2x = (5/2)log2x
Entones:
(5/2)log2x = 15/2











logx ≥ 0 y x > 0 ⇒ x ≥ 1














logx = 0 o 1− 1
4
logx = 0
x = 1 o 1 =
1
4
logx ⇔ logx = 4⇔ x = 104
Los dos valores de x son mayores o iguales a 1, por tanto satisfaen la euaión.
(4) Ejeriios de trabajo en lase











3. 10x = 0,01
Esribir las siguientes expresiones en forma exponenial:
4. log264 = 6
5. log5125 = 3
6. loge1 = 0
Usando la deniión de logaritmos hallar el valor de x:




9. x = log5x = 0
Enuentre las bases de los siguientes logaritmos:
10. loga36 = 2
11. logh2 = 0,5
12. logx = −0,02
Resuelva las siguientes euaiones:
13. 5x = 125
14. log2 (x− 5) = 3
15. ln (x− 3) = 3
16. xlogx = 100x
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4.11. Modelado de las funiones exponenial y logarít-
mia
Ejemplo 4.30
La poblaión mundial en 2015 era de 7350 millones de personas y la tasa de reimiento
estimada anual es de 1,18%. Si la poblaión tiene reimiento exponenial. ¾Cuándo se du-
pliará la poblaión mundial?
Para iniiar se debe dupliar la poblaión orrespondiente a 2015, es deir, 14700 habitantes.




Utilizando los logaritmos se obtiene:
ln2 = 0,0118t⇔ t = ln5
0,0118
≈ 58,7
Si la poblaión mantiene esta tasa de reimiento, entones es posible inferir que pasados
58.7 años podremos ver dupliada la poblaión mundial.
Ejeriios del apítulo. Trabajo independiente
Ejeriios de la seión 4.1-4.3
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1-3 Dadas las siguientes funiones alule f (2) y f (5) . Determine x ∈ R tal que f (x) = 7
1. f (x) = 3x+ 5
2. f (x) = 3x−42
3. f (x) = 5x2 − 3x+ 8
4-6 Para las siguientes funiones alule la imagen de x = 2 y las preimágenes de 10.
4. f (x) = x2 − 2x+ 4




6. f (x) =
∣∣x2 − 32∣∣
7-12 Determine los dominios reales para las siguientes funiones:
7. f (x) = x3x−5 − 5x−1
8. f (x) =
√
5− 2x+√3x+ 11









11. f (x) = x−4 + 2x−2 − 3
12. f (x) = 3
√
4x− 1 +√x+ 1









. Determine x ∈ R tal que f (x) = 30
14. Considere f (x) = xx+1 y g (x) =
2x−1
x . Determine el dominio y riterios para
f + g, f − g, f.g, f
g
, f ◦ g y g ◦ f.
15-17 Enuentre el punto de orte de las gráas de f y g.
15. f (x) =
√
2x+ 4 y g (x) = x
16. f (x) = 4x+1x y g (x) = 3x+ 2
17. f (x) = 5x2 + 8x− 10 y g (x) = 2 + x3
18-20 Plantee y resuelva los siguientes problemas:
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18. El volumen de un ilindro irular reto es de 10 m3 y el radio de la base es r,
onsidere las variables: h, altura en cm y S en m2 área total del ilindro. Enuentre
h (r) y S (r) , y halle el dominio.
19. Un trapeio está insrito en un semiírulo de radio 2, de manera que su base mayor
es su diámetro. Exprese el área del trapeio en funión de su altura h.
20. Exprese el área de un triángulo isóseles que se ha insrito en un írulo de radio 5,
en términos de la base b del triángulo.
Ejeriios de la seión 4.4
21-24 Determine las euaiones de las retas que umplan ada una de las siguientes ondi-
iones:
21. Contiene los puntos (2, 7) y (1,−1)
22. Pasa por el punto (2, 5) e intersea al eje x en (0,−4)
23. Intersea al eje x en (3, 0) e intersea al eje y en (0,−6)
24. Pasa por la interseión en el eje y de 2x+ 3y = 2 y es perpendiular a esta reta.
25. Determine el valor de k para las retas 5x+5y− 3 = 0 y y = −3kx+1 sean paralelas
o sean perpendiulares.
26-30 Clasique las siguientes restas en reientes, dereientes, onstantes o vertiales:






28. 2y − 8x = 3 (4 + 5x)− 8





6 = 11x+ 7y + 1
31-34 Enuentre el punto de interseión de las retas:





2 = 6 y 4x+ 15y = 7





3 = 1 y 5x+ 8y = −6
35-38 Plantee y resuelva los siguientes problemas:
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35. Si la longitud de una varilla está relaionada linealmente on la temperatura, y se sabe
que la longitud es de 108,75 m a 25◦C y de 109,08 m a 36◦C. ¾Cuál es la longitud a
x◦C?
36. Los arros se han depreiado ada vez más. Suponga que uno que ompró hae dos años
on un osto de $35 000 000; si el valor empieza a disminuir a razón de $100 000 anuales,
esriba el valor V en pesos del arro en el año t después de haber sido omprado. ¾Cuál
es el valor atual? ¾Cuánto tiempo tardará en valer $500 000 ?
De auerdo on la ley de Hooke
1
desarrolle los siguientes ejeriios.
37. Un resorte de 10 m de longitud iniial se uelga de una viga; si se pone un peso de 2
kg el resorte se estira 5 m. Determine uánto medirá on peso de 3,7 kg, si el largo del
alambre que forma el resorte es de 35 m. Determine el máximo peso que teóriamente
puede soportar.
38. Si la longitud de un resorte l en funión del peso w está dado por la funión
l (w) = 0,8x+ 3,6. ¾Cuál es la longitud del resorte? ¾Cuánto estira por kilo?
39-40 Determine si las siguientes tablas orresponden a una funión lineal; de ser así, en-
uentre la fórmula.
39.
x -2 5 8
f(x) 9 -5 -11
40.
x 2 6 10
f(x) -8 3 11
41. Suponga que la gráa de la poblaión mundial en los últimos años es una reta. ¾Cómo
está variando la poblaión si la pendiente de esa gráa es positiva? ¾y si es negativa?
¾Qué signiaría que la pendiente de esa reta sea ero?
Ejeriios de la seión 4.5
42-46 Determine los valores máximo o mínimo de ada una de las siguientes funiones.
42. f (x) = x2 + x+ 1
43. f (t) = 100− 49t− 7t2
44. f (s) = s2 − 12s+ 16
45. f (x) = 13x2 − 27x− 6 37
46. g (x) = 100x2 − 1500x
1
Reordemos que la relaión de estiramiento y la fuerza es la magnitud de la fuerza del resorte que es
igual al peso de la masa suspendida, uando el sistema está en posiión de equilibrio.
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47. h (a) = 2a (a− 4) + 7
48. Determine una funión uadrátia para la ual el vértie de su gráa es (1,-2) y que
ontiene al punto (4,16).
49-51 Plantee y resuelva los siguientes problemas:
49. Sebastián desea onstruir una era retangular para sus 5 aballos. Compró 1200
metros para el orral, on la ondiión de que uno de sus lados mida 600 metros.
a. Plantee la funión que expresa el área del orral en funión del anho x del orral.
b. Calule las dimensiones del orral que enierre el área máxima.
50. Dos estudiantes de ingeniería ivil de la Universidad Católia de Colombia quieren
onstruir un anal on una lámina de aluminio que tiene forma retangular de 50
pulgadas de anho.
a. Enuentre la funión que plantea el área de seión transversal del anal de aguas
residuales en funión de x.
b. ¾Cuál es la máxima área de la seión transversal del anal?
51. Un equipo de fútbol juega la nal de un torneo loal en el estadio El Campín que
tiene una apaidad para 36.343 aionados. Con un preio promedio de $60.000, la
asistenia promedio por partidos es 20.000. Se han realizado enuestas y estas oluyen
que on una rebaja del 7% en las boletas, la asistenia a los partidos sube en un 15%.
a. Enuentre la funión del ingreso en funión del preio de la boleta.
b. Calule el preio que genera el máximo ingreso por ventas de boletas
. ¾Cuál es el preio de venta de boletería que genera ero ingresos?
Ejeriios de la seión 4.6
51- 61 Graque la funión y exprese el dominio, rango y asíntotas.
51. f (x) = −3x
52. g (x) = 2x − 4
53. h (x) = 2x−6
54. f (t) = 1− 5−x





56. f (x) = −ex
57. y = 1− ex
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58. f (x) = ex−3 + 4
59. g (x) = −ex−3 − 2
60. f (x) = −e−x






63-64 Plantee y resuelva los siguientes problemas:
63. La empresa Petroleum Company ontrata a un ingeniero espeializado en perforaiones
on un exelente salario, y le propone dos formas de pago:
64. Un millón de dólares pagaderos mes venido (30 días)
65. 2n entavos en el día n en periodos de tiempo de un mes (30 días)
¾Cuál de las dos formas de pago le favoree más?
66. El profesor de matemátias deja una tarea a su grupo de estudiantes, soliita que
se elabore la gráa de la funión exponenial f (x) = 2x, para x entre 0 y 10, e
india usar una esala de 10 unidades por ada entímetro de papel. ¾Cuáles serían
las dimensiones mínimas de la hoja en la que se entregue la tarea?
65-72 Resuelva las euaiones exponeniales:
65. e−8x = 9
66. 32x−1 = 5
67. 3ex = 10
68. 10 + 53x = 6
69. 5x/100 = 2
70. e2x+1 = 200







Ejeriios de la seión 4.7
73-80 De la euaión logarítmia despeje x:
73. lnx = 20
74. log (x− 4) = 3
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75. ln (3 + x) = 2
76. log2
(
x2 − x− 2) = 2






79. x+ log (1 + 2x) = xlog5 + log6
80. log−1x = 2 + log−1x
81-83 Plantee y resuelva los siguientes problemas
2
:
81. La diultad de usar el ratón para haer li en un íono en la pantalla de un ompu-
tador depende de la distania del objetivo y de su tamaño. De auerdo on la ley de








Donde W representa el anho del objetivo y A es la distania al entro del objetivo.
Compare la diultad de haer li en un íono de 5 mm en uno de 10 mm de anho
y suponga que el ratón está a 100 mm del íono.
82. Tome logaritmos para demostrar que la euaión x
1
logx = 5 no tiene soluión. ¾Para
qué valores de k tiene soluión la euaión x
1
logx = k?
83. Analie y resuelva ómo se transforman euaiones on logaritmos en euaiones linea-
les y uadrátias, usando las siguientes sugerenias:
a. (x− 1)log(x−1) = 100(x− 1) sugerenia (tome log de ada lado)
b. log2x + log4x + log8x = 11 sugerenia (ambie todos los log a base 2)
. 4x − 2x+1 = 3 sugerenia (esriba omo uadrátia en 2x)
Apliaión on tenología
Desarrolle los siguientes ejeriios usando el programa www.symbolab.om, donde
podrá evideniar los proesos desarrollados analítiamente.
84-86 Determine la euaión de la reta que umple on las ondiiones dadas y elabore
la gráa.
2
Los problemas 81-83 fueron tomados del libro de Preálulo de Stewart.
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84. Pasa por (1, 7) y tiene pendiente 23
85. La reta ontiene el punto (1, 26) y es paralela a la reta x+ 2y = 6
86. La reta es perpendiular a la reta 2x+ 5y + 8 = 0 y ontiene al punto (−1, −2)
87-89 Dadas las siguientes funiones uadrátias determine dominio, rango, vértie,
valores de las interseiones on los ejes y el máximo o mínimo de forma analítia y gráa
para ada una de las funiones que se presentan a ontinuaión:
87. f (x) = −2x2 − 2,6x+ 1,8
88. f (x) = 1,5x2 + 3,7x− 0,8
89. f (x) = −√5x2 − x+ 2
90-92 Haga las dos gráas de la familia de las funiones para c= 0,15, 0,50, 1, 5 y des-
riba el omportamiento de las gráas analizando el rango de las funiones y su reimiento
o dereimiento.
90. f (x) = c5x
91. f (x) = 5cx
92. Elabore las gráas de forma simultánea de las funiones f (x) = 1+ln (1 + x) y h (x) =√
x y desriba su omportamiento.
Proyetos apliados a las ienias básias
Desarrolle las siguientes ideas que representan proyetos basados en los ontenidos vistos en
el apítulo
• El mejor ajuste ontra el ajuste exato: http://www.stewartmath.om/dp_fops_sam-
ples/dp13.html
• Relaiones y funiones: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/dp4.html
• Explosión exponenial: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/dp7.html
• Diseñando una montaña rusa: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/dp18.html
Soluión de los ejeriios de trabajo en lase
1. m = 16
3. m = 12
5. y = 3x− 2
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7. Use la fórmula de la pendiente y la euaión general de la reta y = mx + b para
enontrar y = x− 1
9. Dominio: (−∞,∞); rango: [3,∞); interseión on eje x: no tiene.
Interseión on eje y: (0, 11); vértie:(−2, 3),
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11. Dominio: (−∞,∞); rango: [− 515 ,∞);














Interseión on eje y: (0,−3); vértie: (− 65 ,− 515 ).
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13. Dominio: (−∞,∞); rango: [ 32 ,∞);
Interseión on eje x: no tiene.
Interseión on eje y: (0, 14); vértie: (52 ,− 32 ).











= 0,77111 . . .
17. f(x) = 8x, f(2) · f(6) = 88 = 16777216
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19.

























27. Apliar las leyes de los exponentes ab.ac=ab+c:
ex + exey factorizando ex , ex (ey + 1)








33. 26 = 64
35. e0 = 1
37. x = 4
2
3 , x ≈ 2,51984209 . . .
39. a = 6




, x ∼= 0,97723722 . . .
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43. x = 13
45. x = 10, x = 0,01
47. x = 0,0001, x = 10
Soluión de los ejeriios de trabajo independiente
1. f (2) = 11, f (5) = 20, x = 2/3




5. f (2) =
√
6
2 , x = − 10097
7. Dominio: (−∞, 1) ∪ (1, 53) ∪ ( 53 ,∞)
9. Dominio: [−3, 103
)
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= 9x2 + 9x2 , x = 3, x =
1
3
4.11. MODELADO DE LAS FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARÍTMICA 151
15. x = −4
17. x = 6; 1;−2
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21. y = 8x− 9
23.
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27. y = − 2x3 + 2, dereiente on pendiente negativa
29. y = −6x+ 2
31. x = 715
154 4. FUNCIONES
33. x = − 2474
39. La tabla de valores no orresponde a una funión lineal.
43. Máximo:
(− 72 , 7434 )

























4.11. MODELADO DE LAS FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARÍTMICA 155












53. Dominio: (−∞,∞); rango: (−4,∞); asíntota H :y = −4;
interseion x: (2, 0) ; interseión y: (0,−3)
156 4. FUNCIONES
55. Dominio: (−∞,∞); rango: (−∞, 1); asíntota H :y = 1;
interseion x: (0, 0) ; interseión y: (0, 0)
57. Dominio: (−∞,∞); rango: (0, 1); asíntota H :y = 0;
Interseión y: (0, 1)
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61. Dominio: (−∞,∞) ; rango : (−∞, 0); asíntota H :y = 0;
Interseión y: (0,−1)
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65. x = − ln(3)4 ;x = −0,27465 . . .
67. x = − ln(9)8 ;x = −0,27465307 . . .
69. x = 100ln(2)ln(5) ;x = 43,06766 . . .
71. x = − ln(18)
ln 83
73. x = e20;x = 4854 . . .
75. x = e2 − 3;x = 4,3890 . . .
77. x = 3
79. x = 1
CINCO
TRIGONOMETRÍA
La geometría tiene dos grandes tesoros: uno es el teorema de
Pitágoras, y el otro el número áureo. El primero puede ompararse
a una medida de oro, y el segundo a una piedra preiosa.
Johannes Kepler
La trigonometría es una rama de las matemátias que se enarga del trabajo on triángulos
y las razones que es posible estableer entre las medidas de sus lados; en primera instania
se relaiona on los triángulos retángulos, pero también on ualquier triángulo y on sus
apliaiones en diferentes ontextos en ampos omo la físia, la ingeniería, la astronomía,
entre otros.
5.1. Sistema de mediión de ángulos
Uno de los elementos de los triángulos son sus tres ángulos; para medirlos se usan prinipal-
mente tres sistemas que tienen omo unidades de medida el radián, el grado sexagesimal y
el grado entesimal.
En el primer aso la irunferenia se onsidera dividida en 2π radianes, en el segundo la
irunferenia se onsidera dividida en tresientos sesenta grados y ada uno de ellos a su
vez en sesenta minutos y ada minuto en sesenta segundos; en el último aso se onsidera a
la irunferenia dividida en uatroientos grados.
Los dos primeros sistemas de unidades son los de mayor uso y difusión aunque en los ursos
de matemátias se ha privilegiado el uso del sistema de mediión en radianes.
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5.2. Conversión entre los sistemas sexagesimal y radial
Para realizar onversiones entre medidas en los sistemas menionados, se utiliza la siguiente
expresión que orresponde al fator unitario (un fator uyo valor es 1) y que parte de la










Para realizar la onversión se multiplia la expresión iniial por el fator unitario (ya que al
multipliar ualquier expresión por el fator unitario, su valor no se altera) y posteriormente
se realiza la simpliaión de la expresión. Nótese ómo los fatores Rad y π se reduen a










Convertir 45o a radianes
Para realizar la onversión se multiplia la expresión iniial por el fator unitario y poste-
riormente se realiza la simpliaión de la expresión. Nótese ómo la unidad de medida en
grados sexagesimales desaparee y la expresión da omo resultado una medida en radianes










Ejeriios de trabajo en lase
Exprese las medidas de los siguientes ángulos en radianes:
1. 15o
2. 60o


































Son razones matemátias estableidas para un triángulo retángulo según las siguientes
expresiones:
Tabla 5.2. Razones trigonométrias en un triángulo retángulo
Seno∢α = cateto opuestohipotenusa Cosecante∢α =
hipotenusa
cateto opuesto
Coseno∢α = cateto adyacentehipotenusa Secante∢α =
hipotenusa
cateto adyacente










Se destaan los ángulos ∢A, ∢B, ∢C y los lados a, b, c. El ángulo ∢B es reto y los ángulos
∢A ∢C son agudos, los lados a, c son los atetos y el lado b es la hipotenusa.
Las razones trigonométrias para el ∢A serán las siguientes:
Tabla 5.3. Razones trigonométrias para el ángulo A del triángulo de referenia










Las razones trigonométrias para el ∢C serán las siguientes:
Tabla 5.4. Razones trigonométrias para el ángulo C del triángulo de referenia























Mediante el uso de una aluladora ientía y las telas de las funiones trigonométrias
que se muestran en la gura 5.1 es posible saber el valor de los ángulos sobre los uales se
alulan
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Figura 5.1. Telas de las funiones trigonométrias en la aluladora fx 570 ES PLUS
Las razones trigonométrias, haiendo uso de las funiones inversas, maradas en la alu-
ladora on sin−1 cos−1 tan−1 según la siguiente seuenia:
Figura 5.2. Combinaión de telas para determinar el valor de un ángulo
Para el que la razón trigonométria seno es 0,5. Tomado de fx 570 ES PLUS User's Guide.
En ella la razón trigonométria seno tiene un valor de 0,5 y el ángulo que se determina en
el triángulo por la ubiaión de los atetos y la hipotenusa tiene un valor de 30o.
En el aso del triángulo del ejemplo, los valores de las tres primeras razones trigonométrias






Sen∢A = 45 ∢A = 53,13
o
Cos∢A = 35 ∢A = 53,13
o
Tan∢A = 43 ∢A = 53,13
o
De lo anterior, se onluye que para un mismo ángulo y on el uso de la aluladora es
posible usar tres diferentes razones trigonométrias para determinar su valor.
Ejeriios de trabajo en lase






5.4. Soluión de triángulos retángulos
La soluión de triángulos retángulos es un proeso que onsiste en determinar las medidas
de los tres lados y los tres ángulos de un triángulo retángulo. Se parte de representar la
informaión en un gráo (si el ejeriio no los proporiona) para relaionar las medidas de
los ángulos y los lados; posteriormente se determina de la lista de razones trigonométrias,
aquella que ontenga los valores suministrados y a la inógnita, se sustituyen y se determina
el valor de la inógnita por medio de proesos algebraios. Importante reordar que la suma
de las medidas de los ángulos internos de un triángulo es 180o.
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Ejemplo 5.4
Determinar el valor de x en el siguiente triángulo
Los valores suministrados son los de la hipotenusa (15 uni-
dades) y el ángulo agudo (65o) y es neesario determinar
el valor del ateto opuesto al ángulo agudo (x). Los valores
suministrados se relaionan mediante la razón trigonomé-
tria seno, de tal forma que:
sen65o = x15
De donde se obtiene:
x = 15 sen 65o
Usando aluladora se obtiene la medida de x
x = 13, 59 unidades
Ejemplo 5.5
Una esalera tiene una longitud de 3 metros y se enuentra reargada ontra una pared de
tal forma que su extremo superior oinide on el punto más alto de la pared y su extremo
inferior forma un ángulo de 70o on el piso. ¾Cuál es la altura de la pared?
Los datos que proporiona el problema son los de la hipo-
tenusa (3 metros) y el ángulo agudo (70o) y se pide deter-




x = 3 sen 70o
Usando aluladora se obtiene la medida de x
x = 2, 81 metros
Nota: para la soluión de algunos triángulos es neesario tener en uenta lo siguiente:
I. La suma de los ángulos internos de ualquier triángulo es igual a 180o
II. La suma de los uadrados de los atetos es igual a la hipotenusa, es deir,
a2 + c2 = b2
Euaión 30: euaión basada en el teorema de Pitágoras
Esta expresión del teorema de Pitágoras (en la que el lado b representa la hipotenusa, que
es el lado más largo y los lados a y c representan las medidas de los atetos) puede ser usada








III. Para determinar la medida de ualquier ateto en un triángulo retángulo, siempre
se resta bajo la raíz uadrada al uadrado de la hipotenusa el uadrado del ateto.
Por otra parte, el teorema de Pitágoras se puede usar para alular el valor de la





En uyo aso se suman bajo la raíz uadrada los uadrados de los atetos.
Ejeriios de trabajo en lase
Resolver los triángulos retángulos ABC, on el ángulo reto en ∢C e hipotenusa c.
21. a = 4,001; b = 1,072
22. ∢A = 86O, a = 12
23. b = 0,4360, c = 10
24. ∢B = 20O ; b = 19,6
25. c = 50,11; ∢B = 2o
26. Desde una garita ubiada en una olina, un vigía de un batallón observa un intruso
irrumpiendo en las instalaiones de la unidad militar. Si el ángulo de depresión on
que observa la situaión es 15o, determine la distania entre el vigía y el intruso si el
vigía se ubia a 1350 msnm y el intruso a 1240 msnm.
27. Desde un punto a 30 metros de la base de un ediio se observa el punto más alto de
la onstruión on un ángulo de elevaión de 75o. ¾Cuál es la altura del ediio desde
el nivel del suelo si el instrumento para medir el ángulo de elevaión se enuentra a
una altura de 75 entímetros del suelo?
5.5. Razones trigonométrias para ángulos espeiales
30
◦, 45◦ y 60◦
A ontinuaión se muestran los valores de las razones trigonométrias para ángulos de
30◦, 45◦ y 60◦, informaión que resulta muy útil al momento de resolver ejeriios que
impliquen sus valores exatos. Consérvela para futuros ejeriios.
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Las identidades trigonométrias son euaiones que se satisfaen para ualquier valor de-
nido de la variable y son usadas omo punto de partida para la sustituión en expresiones
algebraias que neesitan ser simpliadas.
Tabla 5.6. Identidades trigonométrias










tanx= 1cotx cotx =
1
tanx
sen2x+cos2x= 1 1 + tan2x = sec2x 1 + cotx2x = csc2x

















5.7. Suma y resta de ángulos
Tabla 5.7. Identidades trigonométrias para la suma y resta de ángulos
sen (x+ y) = senxcosy + cosxsenx sen (x− y) = senxcosy − cosxseny
cos (x+ y) = cosxcosy − senxseny cos (x− y) = cosxcosy + senxseny
tan (x+ y) = tanx+tany1−tanxtany tan (x− y) = tanx−tany1+tanxtany
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5.8. Identidades de produtos
Tabla 5.8. Identidades trigonométrias para el produto
sen2x = 12 (1− cos (2x)) cos2x = 12 (1 + cos (2x))
senxcosx = 12sin(2x) senxseny =
1
2 (cos (x− y)− cos (x+ y))
senxcosy = 12 (sen (x− y) + sen (x+ y)) cosxcosy = 12 (cos (x− y) + cos (x+ y))
5.9. Ángulo doble
Tabla 5.9. Identidades trigonométrias para el ángulo doble
sen (2x) = 2senxcosx cos (2x) = cos2x− sen2x
cos (2x) = 2cos2x− 1 tan (2x) = 2tanx1−tan2x
5.10. Demostraiones de identidades trigonométrias
La demostraión de identidades trigonométrias es un buen ejeriio que puede realizarse
partiendo de un lado de la euaión iniial y por medio de sustituiones y operaiones obtener
una expresión igual a la de lado opuesto; también es viable trabajar simultáneamente y
realizar operaiones en ambos lados de la euaión (que no neesariamente deben ser iguales)




1+tan2x = 1+ cos
2 x es una identidad trigonométria
1+sec2x
1+tan2x = 1 + cos
2x Expresión iniial
1+sec2x
sec2x = 1 + cos
2x Sustituión del denominador en el lado izquierdo




sec2x = 1 + cos
2x Desomposiión de la fraión en dos del mismo
denominador
cos2x+1 = 1 + cos2x Simpliaión de la segunda fraión
1+cos2x = 1 + cos2x Conmutatividad de la suma
















secx−1 Desomposiión de la fraión en dos del mismo
denominador en el lado izquierdo y sustituión por
identidad trigonométria pitagória en el lado de-
reho
secx+ 1 = (secx+1)(secx−1)secx−1 Simpliaión de la segunda fraión en el lado
izquierdo y fatorizaión del numerador en el lado
dereho
secx+ 1 = secx+ 1 Simpliaión de la fraión en el lado dereho
Ejeriios de trabajo en lase
























Una euaión trigonométria es una expresión que representa la igualdad de dos expresiones
trigonométrias. Resolverla es determinar los valores de la variable en la euaión para que
se umpla la igualdad. No es posible uniar un método en la soluión de una euaión
trigonométria, pero se puede resolver una gran antidad, mediante de sustituión de las
funiones trigonométrias hasta una sola (seno o oseno) para nalmente soluionar usando
las propiedades de los números reales, la fatorizaión, la multipliaión por uno, y los




Resolver la euaión 4 senx− 2 = 0
4senx− 2 = 0 Euaión iniial
4senx = 2 Transposiión de términos
senx = 12 Transposiión de términos y simpliaión de la
fraión
x = arcsen 12 Funión inversa de seno. En las aluladoras aparee
omo sin−1.





Resolver la euaión 2cos2x = cosx
2cos2x = cosx Euaión iniial
2cos2x− cosx = 0 Transposiión de términos
cosx (2cosx− 1) = 0 Fatorizaión
cosx = 0
2cosx− 1 = 0
Igualar ada fator a ero y despejar la
funión trigonométriacosx = 12
x = arccos0 x = arcos 12 Funión inversa de oseno. En las alula-
doras aparee omo cos−1.
x = 90o x = 60o
x = 300o
Valores de x para los que la funión oseno
tiene un valor de ero o un medio.
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Ejemplo 5.10
Resolver la euaión senx+ cosx = 0
senx+ cosx = 0 Euaión iniial
√
1− cos2x+ cosx = 0 Sustituión de senx por √1− cos2x obtenido de
la identidad trigonométria sen2x+ cos2x = 1
cosx = −√1− cos2x Transposiión de términos
(cosx)
2
= (−√1− cos2x)2 Elevar al uadrado a ambos miembros de la
euaión
cos2x = 1− cos2x Transposiión de términos
2cos2x = 1 Reduión de términos semejantes
cos2x = 12 Transposiión de términos













Valores de x para los que la funión oseno tiene
un valor de ± 1√
2
Ejemplo 5.11
Resolver la euaión 2tan2x− 3tanx+ 1 = 0
172 5. TRIGONOMETRÍA




4 Se interpreta la euaión iniial omo una
euaión uadrátia uya variable es tanx
y los valores de a, b y c son en su orden













) Funión inversa de tangente. En las al-
uladoras aparee omo tan−1.
x=45o
x=26,56o
Valores de x para los que la funión tan-
gente tiene un valor de 1 o de 12 .
Ejeriios de trabajo en lase
Resolver las siguientes euaiones:
34. 3cot2x− 1 = 0
35. 4cos3x− cosx = 0
36. 4sen2x− 1 = 0
37. 3cosxsenx+ 3senx = 0
38. sen2x− senx = 0
39. 1 + tan2x = sec2x
40. cos2x+ cosx− 2 = 0
41. cos2x− sen2x = 0
42. tanx(secx−√2) = 0
5.12. Ley de los senos
Para todo triángulo on ángulos A, B, C y lados on longitudes a, b, c, se umplen las
siguientes relaiones: un triángulo tiene tres ángulos y tres lados. Para resolver problemas
relativos a triángulos obliuángulos es neesario onoer dos ángulos y un lado no ontenido
entre ellos. Es posible usar la ley de los senos para resolver problemas relativos a triángulos
obliuángulos uando se onoen dos ángulos.
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Para el triángulo ABC se onoe que b = 15, ∢B = 42◦, ∢C = 76◦. Determine la medida
de los ángulos y los lados faltantes:
Soluión:
Como se sabe la medida de dos lados y teniendo en uenta que la suma de los ángulos
internos de un triángulo es 180◦, es deir, ∠A + ∠B + ∠C = 180◦, sustituyendo los datos
onoidos del problema,
∠A+ 42◦ + 76◦ = 180◦
∠A+ 118◦ = 180◦
∠A = 180◦ − 118◦ = 62◦
De tal forma que la medida del ángulo A es 62 grados.
∠A = 62◦
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Como las medidas que se desea alular son las de los lados a y , en primer lugar se tomarán
el primero y el segundo de la expresión anterior y posteriormente en otro proeso se tomarán



























De tal forma que el lado c mide 21,75 m.
Ejeriios de trabajo en lase
Determine usando la ley de los senos la medida del ángulo o lado indiado:
43. a = 3, b = 4, ∢A = 37,5o, ∢B =?
44. b = 2, c = 3,5, ∢C = 70o, ∢B =?
45. a = 7, ∢B = 22,5o, ∢A = 78,75o, b =?
46. ∢B = 123,75o, ∢C = 45o, b = 12,8, c =?
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5.13. Ley de los osenos
Para todo triángulo on ángulos A, B, C y lados on longitudes a, b, c, se umplen las
siguientes relaiones: la ley de los osenos en algunos textos se onoe omo una generali-
zaión del teorema de Pitágoras, se aplia a todo triángulo obliuángulo, pero es neesario
tener en uenta que puede ser utilizada en situaiones en las que se onoe la medida de
todos los lados del triángulo o en los asos en los que se onoe la medida de dos lados y la
medida del ángulo omprendido entre ellos.
Tabla 5.11. Ley de los osenos y su triángulo de referenia
a2 = b2 + c2 − 2bccosA
b2 = a2 + c2 − 2accosB
c2 = a2 + b2 − 2abcosC
Ejemplo 5.13
Para el triángulo ABC se sabe que a= 13, ∢B = 55◦, c = 19. Determine la medida de los
ángulos y de los lados faltantes.
b2 = a2 + c2 − 2accosB Expresión que relaiona los valores onoidos y per-
mite alular la medida del lado b
b =
√
a2 + c2 − 2accosB Despejando el valor del lado desonoido
b =√
132 + 192 − 2 (13) (19) cos55O
Sustituión de los valores onoidos
b = 15,70 Resultado de la operaión
a2 = b2 + c2 − 2bccosA Expresión que relaiona los valores onoidos y per-
mite alular la medida del ángulo ∢A
cos∢A = −a2−b2−c22bc Despejando el valor del ángulo desonoido
cos∢A = − 132−15,702−1922(15,70)(19) Sustituión de los valores onoidos
cos∢A = 0,73 Resultado de la operaión
∢A = 42,69o Valor del ángulo para el que el oseno es 0.73
5.14. Funiones trigonométrias
Son funiones que tienen omo dominio el onjunto de los valores de la medida de un ángulo
y omo rango el onjunto de los valores de las razones trigonométrias. Reiben los mismos
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nombres de las razones trigonométrias y se aostumbra a manejar omo variable a x.
Las araterístias de las funiones trigonométrias se resumen en la siguiente tabla:




Cortes on el eje x: kπ on k ∈ Z
Cortes on el eje y: (0, 0)
Periodiidad: periódia on periodo 2π
Cosx Dominio: R
Rango: [−1, 1]
Cortes on el eje x: pi2 + kπ on k ∈ Z
Cortes on el eje y: (0, 1)
Periodiidad: periódia on periodo 2π
Tanx Dominio: R− {pi2 + kπ con k ∈ Z}
Rango: R
Cortes on el eje x: kπ on k ∈ Z
Cortes on el eje y: (0, 0)
Periodiidad: periódia on periodo π
Cscx Dominio: R− {kπ con k ∈ Z}
Rango: R− (−1, 1)
Cortes on el eje x: no orta el eje x
Cortes on el eje y: no orta el eje y
Periodiidad: periódia on periodo 2π
Secx Dominio: R− {pi2 + kπ con k ∈ Z}
Rango: R− (−1, 1)
Cortes on el eje x: no orta el eje x
Cortes on el eje y: (0, 1)
Periodiidad: periódia on periodo 2π
Cotx Dominio: R− {kπ con k ∈ Z}
Rango: R
Cortes on el eje x:
(
(2k + 1) pi2 , 0
)
con k ∈ Z
Cortes on el eje y: no orta al eje y
Periodiidad: periódia on periodo π
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5.15. Gráas de las funiones trigonométrias
Figura 5.3. Gráa de la funión y = Sen x
Figura 5.4. Gráa de la funión y = Cosx
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Figura 5.5. Gráa de la funión y = tanx
Figura 5.6. Gráa de la funión y = Secx
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Figura 5.7. Gráa de la funión y = cscx
Figura 5.8. Gráa de la funión y = cotx
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Ejeriios del apítulo: trabajo independiente








4-8 Demuestre que las siguientes proposiiones son identidades:









sec2x − 1cosx = −senxtanx
8.
2sen2A−cos2A
sen2A+senAcosA = 1− cotA










10. cos (π + x)
11. Tanx
12. Sec(x− π)
13-20 Enuentre el dominio de las siguientes funiones:
13. f (x) =
log(16−x2)√
senx



















18. f (x) = cosxsenx−3
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20. f (x) = log [cos (logx)]
21-23 Determine la ompuesta f ◦ g para ada par de funiones f y g:
21. f (x) = −2senx; g (x) = 3x− π





23. f (x) = tanx; g (x) = −x
24-34 Halle el onjunto de números reales para los uales se umple la igualdad en un
intervalo 0 ≤ x < 2π.




26. sen2x− cosx+ 1 = 0




29. 2cos2x− 2sen4x = √3
















34. sen6x+ cos6x = 716
5.15.1. Apliaión on tenología
Represente la gráa en el intervalo, determine si es funión uno a uno y halle el rango
de la funión en el intervalo dado.
35. y = |senx| ;x ∈ [−2π, 2π]
36. y = cos |x| ;x ∈ [−2π, 2π]
37. y = [[senx]] ;x ∈ [0, 2π]




si x ≤ 0
si x > 0
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si x > 0
si x ≤ 0
40. f (x) =
{ |cscx|
2cscx
si x ǫ (−π, 0)
si x ǫ (0, π)
Represente gráamente en el mismo plano las siguientes funiones y determine el dominio
y el rango para ada una de ellas:
41. y = senx, y = sen2x y y = senx2
42. y = cos3x, y = cosx, y = cosx3
43. y = cosx y y = sen(pi2 ,−x)
Determine el periodo, la amplitud, el ambio de fase y trae la gráa de la funión
denida:











3. f (x) = 2cos (2x)
4. f (x) =
√
tanx
Proyetos apliados a las ienias básias
Desarrolle las siguientes ideas que representan proyetos basados en los ontenidos vistos en
el apítulo
• Relaiones familiares en un triángulo: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/fops9.html
• Modelos depredador-presa: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/dp8.html
• El problema del puente de Königsberg: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/fops6.html
1. ¾En uál silla del paraninfo debo sentarme para obtener un ángulo de visión máximo?
Para el desarrollo de este proyeto debe alular las siguientes medidas:
1. Altura de la pantalla del paraninfo
2. Distania del suelo a la pantalla
3. Número de las de sillas
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4. Distania de la primera la on respeto a la pantalla
5. Distania entre las
6. Inlinaión de la zona de asientos
Tenga en uenta que el valor x distania sobre el plano a la que una persona se sienta está
dado por 0 ≤ x ≤ 60. Plantee y resuelva en qué la se puede sentar una persona para
obtener el valor máximo de θ(Sugerenia: teorema de Pitágoras y ley de los senos). Use para
el desarrollo el software Geogebra.




















19. senθ = cosθ = 1√
2
, tanθ = cotθ = 1, cscθ = secθ =
√
2
21. c = 4,14, ∢A = 75o, ∢B = 15o
23. a = 9,99, ∢A = 87,5o, ∢B = 2,5o




























43. ∢B = 54,3o
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45. b = 2,7
47. ∢A = 52,8o
49. a = 3,01
51. c = 5,9








13. Dominio : x ∈ R:− 4 < x < −π ó 0 < x < π
15. Dominio : x ∈ R:0 < x− 2πn < π, n ∈ Z
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17. Dominio :
(
0 < x ≤ π2) , n ǫ Z
19. Dominio : (n ≥ 0, 0 < x− 2πn, n ǫ Z
21. (f ◦ g) (x) = f (g(x)) = sen(pi2 − 3x)
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Apuntes de matemática básica
Al ingresar a la universidad es necesario el manejo de puntos clave de las 
matemáticas como teoría de los números, álgebra, ecuaciones, funciones y 
trigonometría. El presente texto desarrolla estos temas y los presenta de forma 
clara, concreta y ampliada por medio de ejemplos y ejercicios en diferentes 
contextos. Adicionalmente indica cuáles son las herramientas disponibles en la 
web para el manejo de las aplicaciones de las matemáticas.
Esta obra ha sido diseñada a partir de la labor desarrollada por el equipo del 
Departamento de Ciencias Básicas mediante los aportes de los profesores de 
las asignaturas correspondientes al primer curso de matemáticas. La autora 
retoma los temas acordados en estos documentos y los plasma en esta 
publicación que se presenta como apoyo al trabajo presencial en los cursos de 
matemática.
Es necesario recordar al lector que las matemáticas requieren de trabajo 
constante; por tal razón se recomienda tener siempre a mano lápiz y papel para 
reforzar los temas abordados, desarrollar los ejercicios o simplemente tomar 
notas que considere oportunas para posteriores consultas. Por tratarse de un 
libro de trabajo puede escribir en él, resaltar, señalar, reseñar… Cada vez que lo 
haga, le dará sentido al libro mismo.
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La colección CIENCIAS BÁSICAS presenta obras que 
proponen soluciones prácticas a la educación 
en ciencias, con el objetivo de llegar a una 
apropiación contextualizada del conocimiento 
de las ciencias básicas. Así es como se busca, 
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